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L31 cam doan

To6i xin cam doan rang: Cac két qua duge trinh bay trong luan an la cia toi
duéi sy huéng dan ciia nhém tac gid huéng dan. Nhitng két qua dude toi trinh
bay trong luan an nay la nhiing két qua da dugce gii va duge chap nhan dang &
cac tap chi khoa hoc trong danh muc ISI nhu [47] va [62], tap chi chuyén nganh
c6 uy tin trong nude nhu [46]. Toi xin cam cac két qua duge dua vao luan an
viét chung véi cac tac gid khac da duge sy nhat tri clia cac thay huéng dan va
cac dong tac gid, cac thanh vién trong nhém nghién cttu. Day ciing 1a nhing két
qua hoan toan mdi va chua ting dugdc ai cong bo trong bat ki cong trinh nghién

cttu khoa hoc nao khac trong nude ciing nhu quoc té.

Tac gia



L31 cam on

Loi dau tién toi xin chan thanh cam on thay PGS. TS. Tran Tuan Nam, nguoi
da danh moi tam huyét dé huéng dan, dinh huéng va chi bao toi trong sudt
qué trinh lam hoc tap va nghién citu. Thay da dan dat toi trong sudt qua trinh
hoc tap, nghién citu va gitp dua ra nhing ¥ tuéng, dinh huéng cu thé, phuong
phap giai quyét cac van dé dé toi thyc hien. Thay da gitap to6i hinh thanh va
hoan thién k§ nang nghién cttu khoa hoc, k¥ nang lam viéc nhém va nhiéu pham
chat, k¥ nang quan trong khac ctia mot ngudsi lam nghién ctiu khoa hoc. Thay
da danh nhiéu thoi gian dé huéng dan toi viét, chinh sita va hoan thién céc bai
béo khoa hoc, chuyén dé va hoc phan lien quan dén luan an nay. Thay da dua
t6i vao nhém nghién cttu va ho trg cho toi c¢6 dieu kién tham gia cac hoi nghi,
hoi thao, seminar dé c6 co hoi giao luu, hoc hoéi kinh nghiém tit cac nha khoa
hoc trong nuée va quoc té. Qua sy huéng dan ctia thay, toi da hoc dude tinh
than lam viéc nghiém tic, trach nhién trong nghién citu khoa hoc va nhiéu pham
chat dao dic quy bau ctia thay.

Toi cling xin gui 161 cAm on chan thanh dén thay TS. Nguyén Viét Dong,
nguoi da hét long gitp toi vuot qua moi khé khin trong qua trinh hoc tap va
nghién cttu khoa hoc. Thay 1a tam guong sang, 14 nguon dong lyc 16n lao gitp
toi khong ngimg né lyc hoc tap va rén luyén. Thay da truyen day cho toi su
dam mé nghién cttu khoa hoc, st nhiét huyét trong cong tac gidng day va céc
van dé khac trong cudc song. Su tan tam véi nghe va tinh yéu thuong hét muyc
v6i hoc tro ctia thay da danh cho toi trong subt ching dudng nghién ctu ciing
g6p phan rat 16n gitp cho t6i dat duge nhitng thanh qua nhu ngay hom nay.

Trong sudt thoi gian hoc tap va nghién citu dudi sy chi bao tan tinh clia quy
Thay PGS. TS. Tran Tuan Nam va TS. Nguyén Viét Dong, luan an da dugc tac



gid trinh bay mot cach nghiém ttc, day dut va chi tiét dua trén nhitng két qua
da dugc nghién citu va cong bo.

Truong Dai hoc Khoa hoc Ty nhién - Dai hoc Quoc gia Thanh phd H6 Chi
Minh la méi truong da gitp toi trudng thanh trén con duong nghién citu khoa
hoc tit nam 2014 dén nay, mot 1an nita cho phép toi duge gt 10i cAm on sau sic
dén lanh dao nha truong da cho toi rat nhiéu co hoi duge hoc tap, rén luyén va
nghién cttu tai moi truong than yéu nay. Dic biét, toi cing xin chan thanh gdi
16i cam on sau sic dén quy thay co Khoa Toan - Tin hoc va Phong Sau dai hoc
cua nha truong.

To6i ciing khong queén gti 16i chan thanh cAm on dén Truong Dai hoc Su
pham Thanh phoé Ho Chi Minh. Day 1 noi da gitp toi tich liy kién thitc nén
tang, hinh thanh nhan cach, k§ niang nghién citu khoa hoc trong nhitng linh virc
chuyén mon ma toi da dude nha truong khong ngig boi dudng qua cac chuong
trinh dao tao Dai hoc va Thac s¥.

Trong sudt qua trinh nghién citu sinh, toi rat vinh dy duge sy tai tro va cap
hoc béng ctia Bo Gido duc va Dao tao. Hoc bong da gitp toi c6 rat nhiéu co hoi
va diéu kien dé chuyen tam nghién ctu, hoc tap. Tt nhing 1f do do, t6i xin cAm
on Chuong trinh dao tao Tién sitheo "Dé an 911" clia Bo Gido duc va Dao Tao
va Chinh pht da gitp nhitng hoc vién ching t6i hoan thanh moi két qua hoc
tap cua minh.

Toi cling xin cam on cac thanh vién trong nhém nghién ctu, dac biét xin
dugde gii 10i cdm on chan thanh va 16i chic tot dep dén TS. Nguyén Minh Tri,
ngudi da nhiét tinh huéng dan, gép ¥, chinh stta va dua ra rat nhiéu y tudng dé
gitip toi hoan tat nhitng két qua vo cling quan trong ctia Luan an nay.

Cubi cuing, toi bay t6 long cAm on sau sic dén nhitng nguoi than trong gia
dinh t6i, nhitng nguoi da tao moi diéu kieén, khuyén khich v tao moi dong luc

16n lao dé t6i c6 thé toan tam lam viéc va nghién citu khoa hoc.
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MG dau

Ly thuyét déi dong diéu dia phuong duge A. Grothendieck gidi thiéu vao nhiing
nam 1960 (xem [67]), dong mot vai trdo quan trong trong Dai sd giao hoan va
Hinh hoc dai s6. Cho a 1a mot idéan ciia mot vanh Noether giao hoan R va
mot R-modun M. Khi d6 ham tit T'y tir pham tru cic R-modun vao chinh né
duge xac dinh béi [y(M) = {m € M | a®m = 0 véi n du 16n}. Ham & dan xuat
phéi thit i ctia [y ki hieu 1a H: va duge goi 1a ham tt d6i dong dicu dia phuong
thit i theo a. V6i méi R-modun M, ta c6 dang cau Hi(M) = lim Extp(R/a", M).

n

Ly thuyét “Do6i dong dieu dia phuong” da va dang duge md rong theo nhiéu
huéng khéc nhau. Trong d6 c6 su ra doi ciia modun doi dong dieu dia phuong
suy rong vao nhing nam 1970, khai niém nay da dugc nha toan hoc Herzog
gi6i thicu trong [68] va hien nay n6 dang dugc nhiéu nha toan hoc trong va
ngoai nudc nghien citu. Cho M, N 1a cac R-modun, khi d6 modun déi dong
diéu dia phuong suy rong thit ¢ cia M, N theo idéan a dudc xac dinh nhu sau
Hg(M, N) = @EX'&%(M/G”M, N). Mot sy mé rong khac duge dua ra vao nam

n

2009 trong [58] bdi Takahashi, Yoshino va Yoshizawa. Ho gi6i thieu modun doi
dong dieu dia phuong theo mot cip idéan va nghién ctu cac tinh chat clia chiing.
Dau tién, cac tac gid dinh nghia modun con (I, J)-roan ciia R-modun M, ki hieu
Iy y(M), nhu sau: I'y j(M) ={m e M | I"m C Jm v6i n > 1}. Khi d6 I'7 ; 1a mot
ham t hiép bién, cong tinh va khép trai tit pham trit cdc R-modun vao chinh
n6. Ham t1 dan xuat phai thi i ctia I'y ; duge ki hieu la Hj ; va duge goi 1a ham
ti doi dong dieu dia phuong thit i theo cdp idéan (I,J). Modun dbi dong diéu
dia phuong theo mot cap idéan da duge nghién citu va trinh bay trong [58, 1.13,
2.4, 2.6, 3.2] vé tinh chat Artin trong Phan 2 ctia [14] va [48]; tinh hitu han sinh
duge trinh bay trong [50, 2.4 - 2.7]. Sau d6 da duge Zamani dua ra khai niem



modun doi dong dieu dia phuong suy rong theo mot cip idéan vao nam 2011,
trong [66]. Cho M, N la cac R-modun va I, J la cac idéan ctia vanh Noether giao
hoédn R. Khi d6 médun doi dong diéu dia phuong suy rong thit i cia M, N theo
cap ideéan (I,J) duge xac dinh nhu sau Hj ;(M, N) = H'(Homp(M,Tr ;(E*))) v6i
E* 13 mot phép gidi noi xa clia N. Vao nam 2014, trong [40] cac tac gia Tran
Tuan Nam, Nguyén Minh Tri v Nguyén Viét Dong dua ra Dinh nghia: Cho
cac R-modun M va N, ta ki hiéu I'; (M, N) la moédun dugc xac dinh nhu sau
Ty ;(M,N) = Ty j(Homp(M, N)). Khi d6 Ty ;(M,—) la mot ham tit hiep bién,
R-tuyén tinh va khép trai tit pham tri1 cac R-modun vao chinh né. Cac ham tit
dan xuat phai thit i ctia 'y ;(M, —) ki higu la H} ;(M, —) va duge goi la ham ti
d6i dong diéu dia phuong suy rong thi i theo cip idéan (I,.J). Véi mdi R-modun
N, modun Hj ;(M,N) dugc goi la modun déi dong dieu dia phuong suy rong
thtt i cia M, N theo cap idéan (I, J). Ta thay rang, khi M hitu han sinh thi dinh
nghia ctia Zamani va dinh nghia trén la tuong duong. Trong do, chung ta dac
bét ghi nhan nhitng két qua hét stc ndi bat vé chit dé nay da ducge nhém tac gia
T.T.Nam va N.M.Tri nghién cttu mé rong trong cac bai bao thuoc danh muc ISI
da duogc cong bé [38, 39, A0, AT, 42, 43, 44] tit nam 2013 dén nam 2019.

Trong luan an, chung to6i luén gia st vanh R la vanh Noether giao hoan c6
don vil#0vaa,l,Jlacac idéan ciia R. Noi dung luan an gom 5 chuong, trong
do6 cac chuong 2, 3, 4, 5 trinh bay noi dung chinh ctia luan an.

Chuong 1] giéi thieu lai cac khai niem, day phd Grothendieck, cadc modun doéi
dong diéu dia phuong theo mot idéan, theo mot cip idéan va cac tinh chat lien
quan cta ching da duge cong bd trong:[1, 12, 14, 17, 35, 38, 40, 41, 44, 50, (2,
58, 66, 67, [68, 69] dé lam kién thiic co s cho nhitng phan trinh bay tiép theo.

Tinh Lasker yéu, tinh hitu han, déi hitu han va cac két qua khéc ciing da duoc
nghién citu va ta c6 thé nhic dén nhitng két qua nghién cttu ctia Divaani-Aazar va
Sazeedeh [21] nadm 2004; Bahmanpour va Naghipour [7] nam 2008; Bahmanpour
va Naghipour [8] nam 2009; Azami va Naghipour [4] nam 2009; Tehranian va
Talemi [60] nam 2010; Zamani [65] ndm 2011; Borna, Sahadi va Yassemi [9] nam
2011; Abbasi, Roshan-Shekalguorabi, Rasht [1] ndm 2014; Bahmanpour [6] ndm
2014; T. T. Nam va N. M. Tri [42] nam 2016; nhém téac gia T.T.Nam, N.M.Tri
va N.T.Nam [62] va [46] trong nam 2019. Chuong |2 nghién citu vé cac mdi lien
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hée gitta cac déi dong diéu dia phuong va tinh Lasker yéu, tinh d6i Lasker yéu,
tinh httu han va tinh d6i hitu han. Nhiing két qua c6 duge ciia chuong nay 1a
nhiing két qud mdi clia tac gia va nhom nghién ctiu da duge dang trong cac bai
béo [46], 62]. Chung toi da ching minh rang néu M 1a mot R-module I-Lasker
yéu va t l1a so nguyen khong am sao cho Hi(M) la I-Lasker yéu véi moi i < ¢,
khi d6 tap cac idean nguyén t6 lien két ctia HY(M) la hitu han. Néu ¢ 1a s6
nguyén khong am sao cho Extiy*(R/a, M) va Ext: ™ (R /a, Hj ;(M)) 1a Lasker
yéu v6i moi i < t,a € W(I,.J) va k =0 or 1, thi Ext}(R/a, H} ;(M)) Lasker yéu.
Néu Ext'(R/I, M) 1a J-Lasker yéu v6i moi i > 0 va n la s6 nguyén khong am
sao cho Hj ;(M) is (I,J)-ddi Lasker yéu véi moi i # n, thi H} ;(M) is (1, .J)-doi
Lasker yéu. Néu Hj ;(M) 1a (I, J)-doi Lasker yéu v6i moi i < n va Extip(R/I, M)
la J-Lasker yéu thi Homp(R/I, H} ;(M)) la J-Lasker yéu.

Chuong , tac gia cu thé héa mot phan cac két qua dat dugce va chitng minh
lam ro vé tinh Artin ctia cac d6i dong diéu dia phuong theo mot céap idéan, tinh
Artin ctia d6i dong dieu dia phuong suy rong theo mot cap idéan. Chung toi da
chiing minh rang Hi(M) la Artin v6i moi a € W (I, J) néu M la hitu han sinh
va SuppR(H}7J(M)) C Max(R). Hon nita, trén vanh dia phuong ching ta cé céc
dieu kién twong duong ve tinh Artin ctia Hj ;(M) va Hy(M), khi a € W(I,.J).
Chiing t6i cling n6i dén cac modun d6i dong dieu bac 16n nhat Hi" M (M) khi M
Lasker yéu. Ching t6i nhan dugc két qué 1a Suppp(H{' M =1 (M) /JHPP M1 (M)
la mot tap hop hitu han. Ching toi ching minh rang H{ ,(M)/JH{ (M) la
Artin yéu néu M R-modun Lasker yéu v6i d = dim M. Hon nita, néu (R, m)
la vanh dia phuong, thi H}{J(M) la Artin hoac SuppR(H}{J(M)) la httu han.
Mot moi lien hé gitta tinh Artin yéu ctia Hj ;(M) va Hj(M) sé dugc chiing
minh. Mot trong nhiing két qui chinh & day la trén vanh dia phuong (R, m),
modun Hj ;(M, N) la Artin vi moi i <t néu va chi néu Hy(M, N) la Artin véi
moi i < t va a € W(I,J). Trong d6, chiing to6i nghién citu vé tinh Artin cta
Hj ;(M, N). Truée tién ching t6i nhan thay néu (R,m) la vanh dia phuong va
t 1a s6 nguyén khong am sao cho Suppp(Hj ;(M)) C {m} v6i moi i < ¢, khi d6
Hj ;(M) = H; ;(M) = Hi(M) v6i moi ¢ < t. Ngoai ra, ching t6i chitng minh
dang cau Hj ,(M,N) = H} ;(M,N) véi diéu kien Suppg(H} ,(M,N)) C {m}.

Trong trudong hop (R, m) la vanh dia phuong va N la moédun minimax sao cho



Suppg(H} ;(M,N)) € {m} Ching toi chiing minh rang Hj ;(M, N) la Artin. Keét
qua quan trong ma ching t6i c6 dugc ¢ chuong nay la trén vanh dia phuong
(R,m), modun H}J(M, N) 1a Artin v6i moi i < ¢t néu va chi néu Hi(M,N) la
Artin v6i moi ¢ <t va a € W(I,J). Néu N la minimax, thi Hff]d(M, N) Artin.
Tu day cho ching ta dang cau Hj ;(M,N) = H} ,(M,N) trong truong hop
SuppR(H}'J(M, N)) € {m}. Khi (R, m) la vanh dia phuong va N la minimax théa
man Suppg(Hj ;(M,N)) C {m} ching t6i chiing minh dugc rang Hj ;(M, N)
1a Artin. Néu (R, m) 1a vanh dia phuong va t 14 s nguyén khong am sao cho
Suppp(H} ;(M)) C {m} v6i moi ¢ < t, thi H} ;(M) = H; (M) = Hy(M) véi moi
i < t. Két qua ciing dugce chiing minh H:(M) la Artin v6i moi a € W(I,J) néu
M 1a hitu han sinh va Suppg(Hj ;(M)) € Max(R).

Tinh minimax ctia cic modun da duge Zoschinger gidi thiéu trong [69] tit
nhitng nam 1986 va dang nhan dudc sy quan tam nghién citu ciia nhiéu nha
khoa hoc nhu: Azami va Naghipour [4] nam 2009; Aghapournahr va Melk-
ersson [2] nam 2010; Gu [23] nam 2013; nhém tac gia T.T.Nam, N.M.Tri va
N.T.Nam [62] va [46] ndm 2019; T.T.Nam, N.M.Tri va N.T.Nam [47] nam
2020. Trong d6, c6 nhiéu két qui quan trong trinh bay vé tinh minimax, I-
cominimax ctia cdc doi dong diéu dia phuong. Muc dich clia tac gid trong
Chuong [4] 1& trinh bay cac két qui vé tinh minimax, I-cominimax va nhiing
két qud mé rong veé tinh (I, M)-cominimax ctia cac doi dong diéu dia phuong.
Cho M 13 R-modun hitu han sinh, két qud ma ching t6i c¢6 duge 1la néu N
va Hj ;(N) la minimax v6i moi i < t, khi d6 Homg(R/a, Hj ;(M,N)) ciing
I3 minimax véi moi a € W([/,J). Ching t6i ciing nghién ctu vé tinh Artin
clia Hi (M,N). Trong d6, néu N la minimax thi H}'*(M,N) la Artin, véi
p = pdM va d = dim N. Phan nay cling chi ra rang Ext%(M/IM,N) 13 mini-
max va HH(N) 1a (I, M)-cominimax v6i moi i < ¢, khi d6 Homp(R/I, H(M, N))
13 minimax. Cu thé hon, ching t6i da ching minh ring Exti(R/a, N) 14 mini-
max va trong truong hop Exty(R/a, N) 1a minimax thi Homp(R/a, Hj ;(N)) la
minimax, Homg(R/a, H; ;(M, N)) ciing la minimax. Tt day, Homg (K, H] ;(N))
la modun minimax va Hompg(R/a, H}fJ(M, N)/K) cting la minimax. Ching toi
c6 duge két qud Extl(M/IM,N) 1a minimax, Extl(M/IM,N) 13 minimax va
khi d6 Hompg(R/I, HY(M,N)) minimax. Néu Hompg(R/I, H{(M, N)) la minimax
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va Assp(HE(M,N)) la httu han thi Hompg(R/I, Hi(M,N)) la minimax, khi d6
Exth(M/IM, N) va Extih(R/I, N) 1a minimax.

Tap cac idéan nguyen t6 lien két, gan két cia modun 1& noi dung quan trong
trong dai s6 giao hoan va hinh hoc dai s6 khi ching ta nghién citu vé cau tric
ctia vanh giao hoan ctia modun déi dong dieu dia phuong, noi dung nay da
dudc gidi thieu vao nhitng nam 1968. Két qua nghién citu vé tap idéan nguyén
t6 lien két c6 thé nhic dén Grothendieck [67]; Faltings [22]; Brodmann [I1];
Divaani-Aazar [17]; Katzman [29]; Singh va Swanson [55] ndm 2004; Divaani-
AazarK va Mafi [20] nam 2006; Lorestani, Sahandi va Sharif [31] ndm 2006;
Nguyen Van Hoang [27] ndm 2008; Pham Hung Quy [51] nam 2010; nhém téc
gid T.T.Nam va N.M.Tri [38, 39, 40, 4T, 42}, 43|, 44] tit nam 2013 dén nadm 2016.
Trong d6 trinh bay ré vé tap idéan nguyén t6 lien két ctia d6i dong dieu dia
phuong theo mot cap idéan, déi dong diéu dia phuong suy rong theo mot cip
idean, cac mbi lien he gitta ching. Chuong 5| ching toi nghien ctitu vé tinh
hitu han cta tap cac idéan nguyén t6 lien két, gan két cia ddi dong dicu dia
phuong suy rong theo mot cap idéan. Chung t6i nhan thay néu ¢ 14 s6 nguyéen
khong am sao cho Ext)i*(R/a, M) va Exti " (R/a, H} ;(M)) la Lasker yéu
v6i moi i < t,a € W(I,J) va k = 0 or 1 thi Exth(R/a, H}J(M)) 1a Lasker yéu.
Truong hop dac biét, tap hdp Assp(Homp(R/a, H}J(M))) la hitu han. Ta c6
dugc Assp(Hy ;(M)/JHY ;(M)) va Assg(HY(M, N)) hitu han. Két qua dat duge
Assp(Homp(R/a, H}’J(M))), Assp(Hompg(R/a, H}jj(M))) la httu han. Ta ciing c6
duge Assp(Extp(R/a, Hj ;(M))), Assp(Homp(R/a, Hy"(M))) 1a hitu han. C6 the
nhéc dén Hompg(R/I, H} ;(M)), Homp(R/a, H} ;(M,N)), Exth(R/a, H} ;(M)) va
hon nita Homp(R/I, Hj ;(M)/N) Lasker yéu. Trong mot s6 truong hgp ta ciing
s¢ c6 dude két qua Assgp(Hompg(R/I, Hf ;(M))), Assp(Hg(M,N)) la hitu han.
Assp(HE(M,N)), Assp(HL(M,N)), AssR(HRJ(M,N)) va AssR(HRJ(M, N)) cling
dugce ching minh 13 hitu han. Tiép theo ta c6 duge Supp R(H}" ;(M, N))la hitu han
va AssR(H}’J(M, N)) hitu han trong mot s6 truong hgp nao d6. Trong muc nay,
ching t6i nhic dén tap cac idéan gan két ctia modun doi dong diéu dia phuong
suy rong bac cao nhat HY (M, N) la Att(HYY(M,N)) = {p € Assp(N/JN) |
cd(I, M, R/p) = p + d}. Ching t6i chiing minh réang néu I + J la m-thit cap va
dim N = d > 0, khi d6 HYY(M, N) = 0 hodc H?'(M, N) khong la hitu han sinh.
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Chuong 1

Kién thic co sé

Ly thuyét doi dong dieu dia phuong duge A. Grothendieck gidi thiéu vao nhitng
nam 1960 (xem [67]) va su ra doi ctia modun doi dong diéu dia phuong suy Tong
da duge nha toan hoc Herzog gidi thiéu trong [68] nam 1970. Nam 2009 trong
[58] bdi Takahashi, Yoshino va Yoshizawa, nhom cac téc gid nay da gidi thiéu
modun doi dong dieu dia phuong theo mot cdp idéan va nhiéu két qua lién quan.
Nam 2011, trong [66], Zamani dua ra khéi niem modun doi dong dieu dia phuong
suy rong theo mot cap idéan. Nam 2014, trong [40] cting da dua ra dinh nghia
khac vé modun doi dong dieu dia phuong suy rong theo mot cap idéan, thic té
cho thay hai dinh nghia nay 13 tring nhau. Muc tiéu ctia Chuong [1]1a gi6i thiéu
lai cac khai niem, day phé Grothendieck, cac modun déi dong diéu dia phuong

theo mot idéan, theo mot cap idéan va cac tinh chat lien quan.

1.1 Day pho Grothendieck

Dinh nghia 1.1.1. Mot day pho 1a diy (E,, d,),>1 ciia cic mddun song phan bac
vi phan sao cho: E, 11 = H*(E,,d,) = {EY"}, jez v6i moi r. Trong dé: dp? : EP? —

p+rg+l—r 1y 4 PN 4 £ N P D54 p—7,q+r—1
E; la cac dong cau song cap (r,1 —r) va B, = Kerd;™ /Imd, :

Dinh nghia 1.1.2. Day pho (E,,d,),>1 hoi tu vé mot modun phan bac H", ki
hiéu la

ER4 ? H",
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néu c6 mot loc bi chan (®PH™) ndo do6 ctia H™ sao cho
EPd >~ PH™ /pPTI N

v6i moi n (ta nhac lai rang n = p + q).

Cho 0 <n=p+q, cO mot cai loc ® cia H™ sao cho
0=o"HH"Cco"g"C...c o'y Ccd'y" = "
Cho ta dang cau cac day pho
Bt = oL H" /ST H™ 0 < i < n.

Y nghia ciia chi s6 p (duge goi 1a cap loc) trong ki hieu ELY = dPH™ /or+1Hn
nghia la dang cau nay lien quan dén khai niém giéi han E%?, n6 khong ding cau

vl BRI

Dinh nghia 1.1.3. Cho B la pham tru aben di xa anh (hodc du noi xa) va
cho F : B — Ab la mot ham t cong tinh va hiép bién. Mot vat B duge goi 1a
F—khong tuan hoan phai néu (RPF)B = 0 v6i moi p > 1.

Vi du 1.1.4. Néu F = Hompg(A, —) thi moi R-modun noi xa E déu 1a F-khong

tuan hoan phai vi Exth(A, F) = 0 v6i moi i > 1.

C6 bén day pho Grothendieck lien quan dén cac bién va cac ham ti: Hai day
pho (dong diéu) géc phan tu thit nhat va hai day pho (ddi dong diéu) géc phan
tu thit ba. Duéi day la day phd Grothendieck ma chiing ta sé thudong st dung
dé chiing minh céc két qua lien quan dén cidc modun doéi dong diéu dia phuong

d cac chuong tiép theo

Dinh 1y 1.1.5 (Grothendieck). Cho A S BE ¢ la cac ham ti hiép bién cong
tinh trén cac pham tru aben du noi xa A,B,C. Gia st F la ham ti khdp trat va
GE la F-khong tuan hoan phdi vdi moi vat noi xa E trong A. Khi dé, vdi moi
vat A trong A, ta ¢é mot day pho goc phan tu thi nhat théa

B = (R'F)(RIG)A = R'(FG)A
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1.2 Tap cac idéan nguyén td lién két va gan két

Dinh nghia 1.2.1. ([I1]) Cho M la R-moddun va ta ky higu Assg(M) la tap cac
idéan lien két ctia M, khi d6 tap

Assp(M) = {p € Spec(R) | (0 :g z) = p v6i x 1a mot s6 phan tit ndo d6 thuoc M}

Hay noi cach khac, mot idéan nguyen t6 p ctia R dugce goi 1a idéan nguyen

t6 lien két ctia M néu p = Anng(M).

Ménh dé 1.2.2. ([I1]) Cho M la R-modun hitu han sinh, khi d6
(i) Assg(M) la hitu han
(i) Assp(Ta(M) = Assp(M) N V(a)

(i) Assp(M/Ta(M) = Assp(M) \ V(q)

Dé dinh nghia vé idean nguyen t6 gin két ciia mot modun, trude tién ta nhic
lai noi dung vé phan tich so cap duge gi6i thicu bdi I. G. Macdonald trong [36].
Mot R-modun M # 0 dugce goi 13 thit cap néu, cho bat ky € R, tich bdi x trén
M la mot toan anh hoac liy linh. Khi do \/m 14 mot idean nguyéen to
p va ching ta néi rang M is p-thit cap. Mot biéu dién tht cap ctia M 1a mot sy
phan tich M thanh téng hitu han clia cac modun tht cap. Néu ton tai mot phan
tich nhu vay, ta sé n6i M 1a phan tich duge. Cé thé thiy, mot modun khong dude
xem la phan tich dugc. Mot sy phan tich tht cap ctia M M = My + ...+ M, v6i
M; 1a p;-thit cap, duge goi 1a tdi tiéu néu cac ideéan nguyén t6 p; 14 phan biét
va khong c6 s6 hang M; 1a trung lap. Bat ky phan tich thit cap ndo thi cling c6
thé dua vé mot phan tich thi cap téi tieu. Moi phan tich thi cap ctia M déu c6
thé chuyen thanh mot phan tich tdi tiéu.

Dinh nghia 1.2.3. ([36]) Tap hop {p1,...,pr} dugc goi la tap cac idéan nguyeén
t6 gan két ctia M va ky hieu béi Attz(M).

Luu y rang, modun Artin 1a cdc modun phan tich duge ([36]). Trong [70],
Zoschinger da dua ra dinh nghia khéac vé tap cac idéan gan két. Cho M 1a mot

R-modun (khong can thiét phai duge phan tich thit cap), mot idéan nguyeén t6
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p clia R dugce goi 1a idéan nguyén t6 gan két cia M néu p = Anng(M/T) véi T
14 modun con ctia M. Dinh nghia nay théa man cho mot idéan nguyén to gan

két néu M dudc cho la c6 thé phan tich thi cap.
B6 dé 1.2.4 (Xem [3]). Cdc phdt biéu sau day la ding
(i) Neu0— A— B — C — 0 la day khdp clia cic R-modun thy

AttrC C AttgB C AttrC' U AttpA.

(ii) néu N la R-modun hiu han sinh thi
Attp(M ®@p N) = AttgM N Suppp N

vdi moi R-modun M.

1.3 Dbi dong diéu dia phuong
Dinh nghia 1.3.1. Cho M la R-modun. Tap

Io(M) ={z € M| a"z =0 v6i n la mot s6 ty nhién ndo do}

= U(O M a”)

n>0

la R-modun con ctua M.

V6i méi R-dong cau f: M — N, ta c6 f(Tq(M)) C Ty(N) va do d6 f cadm sinh
dong cau
La(f) : Ta(M) — T'a(NV)

la thu hep ctia f trén T'q(M).

Néu f: M — N va g: N — P lacac dong cau R-modun thi Ty(go f) =
Ta(g) o Ta(f) va Ta(lyr) = 1p,(ar). Hon nita, néu f,g : M — N la cac dong cau
R-modun va r € R thl Tq(f + g) = Ta(f) + Lalg) va Ta(rf) = rTa(f). Nhu vay,
['q(—) 1a mot ham t hiép bién, tuyén tinh tit pham tru caic R-modun vao chinh

n6. Ta goi I'y(—) 1a ham ti a-xoan.
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Dinh nghia 1.3.2. V6i méi i € N, ham t1t dan xuat phéi thit i ctia ['y(—) dugc
ki hieu 1a Hi(—) va dugdc goi la ham tii doi dong diéu dia phuong thit i theo idéan
a.

V6i mdi R-modun M, ta goi Hi(M) 1a modun ddi dong diéu dia phuong thit
i cia M theo idéan a va I'q(M) 1a modun con a-xoan ctia M. Néu T'y(M) = 0 thi

M duge goi 1a a-xoan tu do. Néu M = I'y(M) thi M dugc goi 1a modun a-xoan.

Tt dinh nghia trén, ta c6 mot s6 tinh chat co ban ciia modun déi dong dicu

dia phuong.

Nhan xét 1.3.3. (i) Cac modun dbi dong dicu dia phuong HE(M) c6 thé dugc

tinh nhu sau: Dau tién, ta chon mot phép gidi noi xa (I°,d®) ctia M
0>M—-10>T1" = ..,
v6i I' 14 cac R-modun noi xa. Sau do, 4p dung ham ti ['y(—) vao doi phiic (1°,d®)
PR L L L
ta duge do6i phiic ([g(1®), Ta(d®))
i =5 0= Ta(I%) = To(IY) = To(I?) — - - - .
Tiép theo, ta lay dbi dong diéu thit i ctia d6i phiic trén
Hqy(M) = H'(Pa(I°), Ta(d®)) = Ker(a(d")) /Im(Ta(d"1)).

(i) Vi ham t1t Tq(—) 1a mot ham t1& hiep bién va R-tuyén tinh nén H{(-) cling
14 mot ham ti hiép bién va R-tuyén tinh v6i moi i > 0.

(iii) Do Tq(—) la mot ham tit khép trai nén T'y(—) tuong duong tu nhién v6i ham
tt H9(—). Khi do, ta c6 thé dong nhat hai ham ti nay v6i nhau.

(iv) Cho mot day khép ngan cac R-modun

0oLLMES NSO

V61 mbi s6 tu nhién 4, ta ¢c6 mot dong cau ndéi Hi(N) — HH(L) va cac dong cau

17



no6i nay tao thanh mot day khép dai
0— HYL) - HY(M) - H)(N) -
— Hi(L) — HY(M) — HY(N) —
— oo — HY(L) — HLY(M) — HLN) —
S HPY(L) = -
Ta thay rang H:(M) 1a cdc R-modun a-xoan v6i moi i > 0. Hon nita, néu M
1a mot R-modun noi xa thi Hi(M) =0 véi moi i > 0.

Meénh dé 1.3.4. Cho I,I' la cdc idéan cia R va M la mot R-modun. Néu
VI=VT th Hi(M) = Hi,(M) vdi moi i > 0.

Dinh ly 1.3.5. Vdi moi R-modun M va moii € N, ta cé

H}(M) = lim ExtRp(R/I", M).

Mot tinh chat quan trong lien quan dén modun noi xa dudge dudi day.

Ménh dé 1.3.6. Cho R la vanh Noether va E la mot R-modun noi za. Khi dé

'7(E) ciung la mot R-modun noi xa.

Meénh dé 1.3.7. Cdac ham ti Hi(—) giao hodn véi gidi han thuan, tic la néu

{M}rea la mot hé thuan cic R-modun thy ta c6 dang cau
Hip(lim M) & lim Hp(M))
A A
vo1L mot i > 0.
D6i v6i tinh Artin ctia modun déi dong diéu dia phuong, ta c6 hai két qua
quan trong sau day.

Dinh 1y 1.3.8. Cho (R,m) la mot vanh dia phuong va M la mot R-modun hiu
han sinh. Khi dé H. (M) la Artin vdi moi i > 0.

Tiép theo, ta c6 mdi lien hé gita tinh Artin clia modun déi dong dieu dia

phuong va chiéu Krull.

Dinh ly 1.3.9. Cho M la mot R-modun hitw han sinh vdi dim(M) = d. Khi dé
HH(M) la Artin.
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1.4 Do6i dong dieu dia phuong theo mét cip idéan

Dinh nghia 1.4.1. ([58]) Cho M la R-médun va I, J la cac idéan cia vanh R.
Moédun con (I,J)-zodn Ty j(M) cia M duge xac dinh bdi

LrgM)={zxe M |I"x C Jx v6in > 1}.

Khi d6, I'; ; 1a mot ham tit hiep bién, R-tuyén tinh va khép trai tit pham
trit cac R-modun vao chinh né. Véi mdi ¢ > 0, ham ti dan xuat phai thi i clia
7., ki hieu Hj ;, duge goi la ham ti doi dong diéu dia phuong thi i theo cdp
idéan (I,J). Chi § rang, néu J = 0 thi H} ; tring v6i ham tit doi dong dieu dia
phuong H¢ ctia Grothendieck.

Néu M =T (M) thi M duge goi la (I, J)-zodan. Néu 'y ;(M) = 0 thi ta noi
M 1a (I,J)-zodn-tu do. Cac diéu kién tuong duong ctia modun (I,.J)-xoan dugc
cho trong Bo dé dudi day.

Bo6 dé 1.4.2. ([58, 1.7])) Cho M la mot R-médun. Cdc diéu sau day la tuong
duong

(i) M la (1,J)-zoan;
(i) Min(M) € W(I, J);
(iii) Suppr(M) C W (I, J);
(iv) Assg(M) C W(I,J).

Céac tinh chat co ban dudi day ctia modun Hi (M) sé thuong dude sit dung

trong luan an.

B6 dé 1.4.3. ([58, 1.13]) Cho M la mot R-modun.
(i) New M la (I,.J)-zoan thy Hj (M) =0 vdi moii > 0.
(ii) Hj ;(Try(M)) =0 vdi moii > 0.

(iii) M/Tr (M) la (I,J)-zoan-tu do.

(iv) Hj ;(M) = Hj ;(M/T1 ;(M)) vdi moii > 0.
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(v) H ;(M) la (I,.J)-zodn vdi moi i > 0.

Mo6dun H} J(M) c6 thé dugce tinh thong qua giéi han thuan ctia cac modun

déi dong diéu dia phuong theo mot idéan ma ta sé thay trong Dinh 1i sau.
Dinh 1y 1.4.4. ([58, 3.2]) Cho M la R-moédun. Khi do

Hj ,(M)= lim  Hi(M)
acW (I,J)

vt mot 1 > 0.

Cac két qua lien quan dén tinh triet tiéu, tinh Artin cta H} ;(M) cing la
nhitng van dé quan trong thuong dugc nghién citu. Nhitng két qua dau tien ve
cac tinh chat nay da duge trinh bay trong [14], 58].

Dudi day 1a nhiing két qué vé tinh Artin ctia modun H ;(M).

B6 dé 1.4.5. Cho M la R-médun. Ta c6 cdc diéu sau:

(i) (J14, 2.1]) Gi& st (R,m) la vanh dia phuong va M la mot R-modun hiu
han sinh v6i dim(M) = d. Khi do HI‘-{J(M) la Artin.

(i) ([14), 2.3]) Giad st (R, m) la vanh dia phuong, M la mot R-modun hitu han
sinh véi ¢ = dim(M/JM). Khi d6 H} ;(M)/JH} ;(M) la Artin.

1.5 Do6i dong dieu dia phuong suy rong theo mot
cap idéan

Bat dau ching t6i xin nhic lai nhiimg noi dung duge trinh bay trong [71]

Dinh nghia 1.5.1. Cho I la idéan cua R va M, N la cac R-mdédun. Khi dé

H}(M, N) = lim Extip(M/I" M, N)

n
duge goi 1a modun doi dong dieu dia phiuong suy rong thi i cia M, N theo idéan
1.

Meénh dé 1.5.2. Cho M la R-modun hitu han sinh, N la R-modun bat ki. Khi
dé Tr(Hom(M, N)) = HY(M, N) = Hom(M, T (N)).
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Meénh dé 1.5.3. Cho M la R-modun hitu han sinh, N la R-modun I-zodn. Khi
dé Hi(M,N) = Ext’y (M, N) vdi moi i > 0.

Duéi day, ching ta sé tong hop lai mot sé két qua lien quan dén tinh triet

tieu va khong triét tiéu ctia modun Hi(M, N).
Ménh dé 1.5.4. Cho M, N la cic R-modun hitu han sinh vdi pd(M) < oc.

(i) ([57, 3.7]) Néu dim(N) < oo thi H(M, N) = 0 vdi moi i > pd(M)+dim(M®g
N).

(ii) ([57, 2.5]) HX(M,N) =0 vdi moi i > pd(M) +ara(l), trong do ara(I) la hang
s0 hoc cta I va duge tinh bang s6 phan ti sinh nhé nhat cia mot idéan

c6 can bang can I.
(iii) ([16} 3.1]) H{(M,N) =0 vdi moi i > dim(R).

(iv) ([57, 2.3]) Néu (R,m) la mot vanh dia phuong vat = depth(N) thi HL (M, N) #
0 va Hi(M,N) =0 vdi moi i <t.

Duéi day 1a cac két qua lien quan dén tinh Artin ctia modun déi dong diéu

dia phuong suy rong theo mot idéan.
Meénh dé 1.5.5. Cho M, N la cic R-modun hitu han sinh va pd(M) < co.

(i) ([I7, 2.2]) Néu (R,m) la vanh dia phuong thi Hi(M,N) la Artin véi moi
1> 0.

(i) ([38} 2.9]) Néu dim(N) < oo thy HPYMTIMN (Ar Ny 16, Artin,

(iii) ([38, 2.6]) Néu N la Artin (khong nhat thiét hitu han sinh) thy Hi(M, N) la

Artin vdi moi i > 0.
(iv) ([16, 5.4)) H™ (0, N) 1o Artin.

Trudce tién ching toi nhic lai dinh nghia ciia nhém tac gia T.T.Nam,N.M.Tri
va N.V.Dong vé modun doi dong dieu dia phuong suy rong thit i theo mot cap

idéan
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Dinh nghia 1.5.6. ([40]) Cho cac R-modun M va N, ta ki hieu T'; ;(M, N) la

modun dudc xac dinh nhu sau
FLJ(M, N) = FLJ(HOHIR(M, N))

Trong trudng hop dic biet néu M = R thi I'y ;(R,N) = I'; ;(N) chinh la
modun con (I, J)-xodn ctia N. Cha § rdng mot phan tit f € Iy (M, N) néu va
chi néu c6 mot s6 nguyen duong n > 0 du 16n sao cho I"f(z) C Jf(x) v6i moi
x e M.

V6i m6i R-modun M, ta ¢ I'y (M, —) 1a ham tit hiép bién, khép trai, R-tuyén
tinh tr pham tru cac R-moédun vao chinh no.

Ta ki higu H} ;(M,—) la ham tit dan xuat phai thit i ciia ham ti 7 ;(M, —)
va goi 1a ham ti doi dong diéu dia phuong suy rong thit i theo cap idéan (I,.J).

Trong [66], Zamani da dua ra dinh nghia modun d6i dong diéu dia phuong
suy rong Hj ;(M, N) nhu sau

Hj ;(M,N) = H'(Homp(M, T ;(E*)))

v6i E° 13 mot phép giai noi xa clia R-modun N. Tt Ménh dé , ta thay dinh
nghia trén trung véi Dinh nghia ctia Zamani khi M 1a mot R-mdédun hitu han
sinh.

Trén day la hai dinh nghia ctia hai nhém tac gia khac nhau, vao nhing thoi

diém khac nhau nhung thuc té 1a triing nhau.
Ménh dé 1.5.7. Cho M la R-modun hitu han sinh va N la R-modun. Khi do
FLJ(M’ N) = HOIHR(M, F[,J(N))‘

Mot két qué lien quan dén tap cac idean nguyeén to lien két cta Iy (M, N)
dugc suy ra tit Ménh dé [1.5.7, Menh dé tiép theo 1a mot sy md rong cia [58,
1.4].

Meénh dé 1.5.8. ([40, 2.1]) Cho M la R-modun hitu han sinh va N la R-modun
tay y. Cho I,1,J,J la cdc idéan cia R. Khi dé

(i) FLJ(FI',J’(Ma N)) = FI’,J’(FLJ(Mv N)).
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(ii) Néu I CI' thiT; ;(M,N) 2D Tp ;(M,N).
(iii) Néu J C J' thi Ty (M,N) C Ty (M, N).
(iv) T1 Ty jJ(M,N)) =T p ;(M,N).

(V) T1,5(Ty (M, N)) =T1,55(M,N) =T jo (M, N). Hon niia, Hj ;,(M,N) =
Hj ;o5 (M, N) vdi moi i.
(vi) Néu J C J thi Ty p ;(M,N) = T ;(M,N). Hon nita, Try;;(M,N) =
Lry(M,N)va H ; (M,N)=H, ;(M,N) vdi moii.
(vii) NéuvT= VT thiHj ;(M,N) = Hi, (M, N) vdimoii. Dac biét, Hj ;(M,N) =
HfﬁJ(M, N) vdi moi i.
(viii) Néu/'J=VJ thy H} ;(M,N) = H; (M, N) vdi moi .
Ta da biét rang Hi(M, N) = Exth (M, N) khi N 1a R-modun I-xoan. Ménh dé
tiép theo 1a mot két qua tuong ty trong truong hop N 1a (I,.J)-xoan.
Meénh dé 1.5.9. ([40, 1.1]) Cho N la R-modun (I,.J)-zodan. Khi dé H: ;(M,N) =
Exts(M, N) vdi moi i > 0.

I

Ménh dé 1.5.10. ([40, 1.2]) Néu N la R-modun J-zodn thy Hj} ;(M,N)
HY(M,N) vdi moi i > 0.
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Chuong 2

Modun Lasker yéu va doi dong diéu

dia phuong theo mot cap idéan

Chuong 2| nghién cttu vé cac moéi lien hé gitta cac déi dong dieu dia phuong va
mot s6 tinh chat ciia cac modun ddi dong diéu dia phuong nhu: Tinh Lasker yéu,
tinh d6i Lasker yéu, tinh httu han, tinh d6i hitu han va tinh hitu han yéu. Noi
dung c6 dudc clia chuong nay 1a nhitng két qua mdi clia tac gid va nhém nghién
ctu da duge dang trong cac bai bao [46], 47, 62]. Trong muc nay, ching toi gidi
thiéu vé cac modun (I,.J)-do6i Lasker yéu va nghién citu cac tinh chat lien quan
v6i cdc modun doéi dong dicu dia phuong theo mot ciap idéan. Hon nita, ching
toi da nghién citu vé cic tinh chat cia cac modun ddi dong diéu dia phuong c6
gia chita trong Max(R) va mdi quan hé ve tinh Artin yéu ctia cac modun Hj ;(M)
va HY(M). Nam 2014, Abbasi, H. Roshan-Shekalguorabia va Rasht in [I] da gidi
thieu vé mot 16p Serre mdi clia cac R-modun chita 16p cac modun Lasker yéu
va l6p cac R-modun I-minimax. Chung toi da dinh nghia M la mot R-modun I-
Lasker yéu néu bat ky modun con N ctia M khi d6 tap hop Assg(I'7(M/N)) 1a hitu
han, va dua ra mot s6 tinh chat ctia cac modun I-Lasker yéu. Chiing toi da gidi
thieu vé cdc modun (1, J)-doi Lasker yéu. Mot R-modun M duge goi 1a R-module
(I,.J)-doi Lasker yéu néu Suppgr(M) C W (I,J) va Extis(R/I, M) la J-Lasker yéu
v6i moi i > 0, khi W(I,J) = {p € Spec(R) | I" C p+J cho mot s6 nguyén n > 0}.
Muc dich ctia chiing t6i trong phan nay la giéi thiéu thém vé cidc modun (I, J)-d6i
Lasker yéu va nghién cttu cic tinh chat lién quan ctia chiing déi v6i cac modun

do6i dong diéu dia phuong theo mot cap idean.
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2.1 Tinh Lasker yéu ctia d6i dong diéu dia phuong

theo mot cap idéan

Dinh nghia 2.1.1 ([18]). Mot R-modun M duge goi 1a Lasker yéu néu tap céc

idean nguyén to lien két ctia bat ki modun thuong nao ctia M déu hitu han.
B6 dé 2.1.2. ([I8, Men dé 2.3))

(i) Cho 0 - L - M — N — 0 la mét day khdp ngdn cic R-modun. Khi dé
M la Lasker yéu néu va chi néu L va N déu la Lasker yéu. Do dé modun
thuong ciing nhu tong truc tiép cia hitu han cdc modun Lasker yéu cing la

Lasker yéu.

(ii) Cho M va N la cdc R-modun. Néu M la Lasker yéu va N hitu han sinh thl
Ext’% (N, M) va Tor®(N, M) déu la Lasker yéu vdi moi i > 0.

Dinh nghia 2.1.3. [I, 2.1] Mot R-modun M dugc goi 1a J-Lasker yéu néu
tap idean nguyén to lien két ctia cAc modun con I';(M/N) ctia bat ky modun
thuong M/N déu la hitu han; hay néu cho bat k¥ modun con N ctia M thi tap
Assp(Ty(M/N)) 13 hitu han.

B6 dé 2.1.4. [1] Cdc diéu khang dinh sau day la ding

(i) Lép cia cdc modun J-Lasker yéu la déng vdi viec lay modun con, thuong va
md rong hay no la mot pham tru con Serre cua pham tru cdic modun. Ddc

biét, bat ky tong hitu han ciia cac modun J-Lasker yéu la J-Lasker yéu.

(i) Cho M wa N la cic R-modun. Néu M la hitu han sinh va N la J-Lasker
yéu thy Ext'y(M, N) va Tor (M, N) la cdc J-Lasker yéu vdi moi i > 0.

(iii) Néu M la R-moédun J- Lasker yéu thi T (M) la Lasker yéu.

Dinh nghia 2.1.5. Mot R-modun M dugce goi 1a (I,.J)-d6i Lasker yéu néu
Suppg(M) C W(I,J) va Extiy(R/I, M) 13 mot J-Lasker yéu v6i moi i > 0.

Lép cdc R-modun (I, J)-ddi Lasker yéu 1a 16n hon 16p cac R-modun (I, J)-doi
httu han.
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Ménh dé 2.1.6. Cho 0 = L — M — N — 0 la mot day khdp ngdn. Néu cé hai

modun la (I,J)-doi Lasker yéu thy modun con lai ciing vay.
Chatng minh. Tt diy khép ngén 0 — L — M — N — 0 cAm sinh ra day khép
dai sau

- = Bxt(R/I, L) — Exty(R/I, M) — Extiy(R/I,N) — --- .

Luu y rang Suppg(M) = Suppr(L) USuppg(N). Tu [1, 2.2], ta ¢6 diéu phai chiing
minh. O

Meénh dé 2.1.7. Cho M la R-modun va t la so nguyén khong am sao cho
Hj (M) la (I,J)-doi Lasker yéu vdi moii < t. Khi d6 Extp(R/I, M) la J-Lasker

yéu V01 mot 1 < t.

Chitng minh. Bang cach chiing minh quy nap theo ¢. Khi t = 0, vi H} ;(M) la
(1, J)-ddi Lasker yéu nén Homp(R/I, HY ;(M)) la J-Lasker yéu. Trong trusng hop

nay, két luan hoan toan ding tit dang cau
Homp(R/I, H} ;(M)) = Homp(R/I, M).
Cho t > 0, day khép ngan
0—=>T7y(M)—=M— M/Tr (M)—0
cam sinh ra day khép dai
- Bxtl(R/I, T ;(M)) — Exty(R/I, M) — Ext%(R/I, M/T1 ;(M))--- .

Vi Ty (M) la mot (I,7)-ddi Lasker yéu R-modun nén Exth(R/I,T7,(M)) 1a
J-Lasker yéu véi moi i > 0. Viéc chiing minh sé hoan toan day du bang cach chi
ra Extiy(R/I,M/T17(M)) la J-Lasker yéu v6i moi i < ¢. Luu § ring Hj ;(M) =
Hj (ML (M)) v6i moi i > 0. Cho M = M/T'y ;(M) va E la bao noi xa cua M
va L = E/M. Tt diay kh6p ngan

0>M-—>E—-L—0
ton tai mot dédng cau
Hj ;(L) = HT/ (M) and Exty(R/1, L) = Ext}f ' (R/1, M)
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voi moi ¢ > 0. Theo gia thiét, H} ,(L) la (I, J)-d6i Lasker yéu véi moi i < ¢ — 1.
Tit gid thiét quy nap ta suy ra Exth(R/I, L) 1a J-Lasker yéu v6i moi i <t — 1.
Tit day cho ta két qua Ext’(R/I, M) 1a J-Lasker yéu v6i moi i < t. O

Hé qua 2.1.8. Cho M la R-modun sao cho Hy (M) la (I, J)-doi Lasker yéu vdi
moi i > 0. Khi dé Extls(R/I, M) la J-Lasker yéu vdi moii > 0.

Dinh 1y 2.1.9. Cho M la R-médun va n la s6 nguyén khong am sao cho Hy (M)
la (I,J)-doi Lasker yéu vdi moii < n. Khi dé:

(i) NéuExth(R/I, M) la J-Lasker yéu thi Hompg(R/I, H} ;(M)) la J-Lasker yéu.

(ii) Néu Exti™(R/I,M) la J-Lasker yéu thy Extip(R/I,H} (M)) lo J-Lasker

yeu.

(iii) Gid s rang Ext)y™ (R/I, M) va Ext"t*(R/I, M) la J-Lasker yéu. Khi d6
Homp(R/I, H?“}l(M)) la J-Lasker yéu néu va chi néu Exth(R/I, H} (M)
la J-Lasker yéu.

Chitng minh. Cho F' = Homp(R/I,—) va G =T'1 j(—) la cac ham tu ti pham tru
cac R-modun vao chinh n6. Khi d6 FG(M) = Homg(R/I, M). Néu E 13 R-modun
noi xa thi R*F(G(F)) =0 v6i moi i > 0. Theo [52, 10.47] ta c¢6 day phd

By = Exth(R/I, H} ,(M)) = Exth,(R/I, M).
’ p

Theo gia thiét, EP? 1a J-Lasker yéu v6i moi p > 0,q < n. Cho t 1a s6 nguyén
khong am, khi d6 ton tai loc @ cac modun con ctia H! = Exthy(R/I, M)

O:(I)t-i-lHt C (I)th C..-C @1Ht gq)OHt:Ht
sao cho
Ei,tfi ~ (I)th/(I)i+1Ht
o =

vl moi 0 < ¢ <¢.
(i) Vi H" = Ext,(R/I, M) la J-Lasker yéu nén E5 " 1a J-Lasker yéu véi moi
0 <i <n. Mat khac, ta co

EY" = B\ = Ker(EY™ — ERY).
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Vi Ep' la thuong con ctia EJ' nén theo gia thiét Ej' la J-Lasker yéu. Tit
day suy ra E0"™ 1a J-Lasker yéu. Bing cach giai thich tuong tu, ta c6 thé két
luan E?L i Eg T EO’" 13 cac modun J-Lasker yéu. Trong truong hop dic biét,

Homp(R/I,H} ;(M)) = EY™ 1a J-Lasker yéu.
(ii) Ta xét dong cau day pho sau

1,n 1+rn—r+1
0= FE " — E,

v6i moi r > 2. Ta thay rang El’" = E}Lfg = ...= EY" va EX" 1a thuong con cla
Ext’;"'(R/I, M). Theo gia thiét, EM" o VA ETle n=r+l 1y cac J-Lasker yéu véi moi
r > 2. Mat khéc, vi ETJF]L = Ker(Er™ — ESTE""Y) suy ra B 1a J-Lasker yéu
v6i moi r > 2.

(iii) Ta xét cAc dong cau day pho sau

0n+1d§"+1 om A3 An—1
0 — B g2 % gh

va
dzn _
0 — E?,n N qu:—l—Q,n r+1
Lt : ooX 2n  _ 2n _om2n ~ F2 +2 /53 +2
vol moi r > 3. Luu y rang B, = B0y = ... = By =2 @°H"/O°H"™=. Hon

nita, theo gia thiét H"*+2 = Exts"2(R/I, M) va E; 7" " 1a J-Lasker yéu véi moi
r>3. Suy ra E;" la J-Lasker yéu. Khi d6 E;™ 1a J-Lasker yéu néu va chi néu
Kerdy™ la J-Lasker yéu. Vi E3"™ = Kerdy"/Imdy™ ™", suy ra Kerdy™ 1a J-Lasker
yéu néu va chi néu Imdy"*! la J- Lasker yéu néu va chi néu EJ™*' la J-Lasker

yéu, va ta c6 dieu phai chiing minh. O

Ching ta sé tim cac diéu kién sao cho modun H¢ (M) la (I, J)-doi Lasker

yéu v6i moi i > 0.

Dinh 1y 2.1.10. Cho M la R-modun sao cho Ext'y(R/I, M) la J-Lasker yéu vdi
moi i > 0. Néu n la s6 nguyén khong am sao cho Ht (M) la (I,J)-doi Lasker

yéu vdi moi i #n thy H ,(M) la (I,J)-doi Lasker yéu.

Chiing minh. Ching ta sé chiing minh bang quy nap theo n. Khi n = 0 va
M = M/Ty ;(M). VI H: (M) = Ht (M) v6i moi i > 0 va Ty ;(M) = 0 nén tu gid
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thiét ta suy ra H} (M) la (I, J)-d6i Lasker yéu v6i moi i > 0. Theo He qua[2.1.8
Exth(R/I, M) la J- Lasker yéu véi moi i > 0. Tt day khop

- Exty(R/I,T1 5(M)) — Exty(R/I, M) — Exty(R/I, M) - -

theo gia thiét ta co Exti(R/I, H} ;(M)) la J-Lasker yéu véi moi i > 0. Do d6
Hy ;(M) 1a (1, J)-doi Lasker yéu.

Bay gi cho n > 0 va diéu khang dinh 1 ding v6i moi i < n. Cho F 1a bao
noi xa cia M va L = E/M. Tt diay kh6ép ngan

0—+M-—=E—L—=0
cho ta cac dang cau
Hj ;(L) = HH (M) va ExtR(R/I, L) = Ext (R/1, M)

v6i moi ¢ > 0. Theo gid thiét, H} ;(L) la (I, J)-ddi Lasker yéu v6i moi i # n — 1
va Exthh(R/I, L) 1a J-Lasker yéu véi moi i > 0. Tit gid thiét quy nap ta suy ra
H}‘:]l(L) la (1,J)-doi Lasker yéu. Do d6 Hy ;(M) la (1,.J)-doi Lasker yéu va ta
c6 dieu phai ching minh. O

Hé qua 2.1.11. Cho M la R-modun J-Lasker yéu va n la mot s6 nguyén khong
am sao cho Hj (M) la (I,J)- doi Lasker yeu vdi moi i < n. Gid si rang N la
mot modun con J- Lasker yéu cia H} ;(M) sao cho Exth(R/I,N) la J-Lasker
yéu. Khi dé Homg(R/I, H} ;(M)/N) la J-Lasker yéu.

Chatng minh. Tt day khép ngan
0— N — HZJ(M) — H}‘J(M)/N — 0
cam sinh ra day khép

Hompg(R/I, H} ;(M)) — Hompg(R/I, H} ;(M)/N) — Extk(R/I, N).

Theo gid thiét va Dinh 1y [2.1.9] ta suy ra Hompg(R/I, Hf ;(M)/N) la J-Lasker

yéu va ta c6 diéu phai chiing minh. O
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2.2 Tinh h&tu han cta d6i déng diéu dia phuong
theo mot cap idéan

Dinh nghia 2.2.1 ([20]). Mot R-modun M duge goi 1a I-déi hidu han néu

Suppr(M) C V(I) va Exty(R/I, M) 1a hitu han v6i moi i > 0.

Dinh nghia 2.2.2 ([20]). Mot R-modun M dugc goi la I-doi hitu han yéu néu
Suppp(M) C V(I) va Exths(R/I, M) 1a Lasker yéu v6i moi i > 0.

Ta thay rang cac modun 7-d6i hitu han déu 1a cadc modun I-doi hitu han yéu.

Dinh nghia 2.2.3 ([60]). Mot R-modun M duge goi 1a (I, J)-doi hitu han néu
Suppp(M) C W(I,J) va Exths(R/I, M) hitu han sinh véi moi i > 0.

Dinh nghia tiép theo 1a mot syt mé rong clia cac khai niem modun (I, J)-d6i

hitu han v& modun 7-ddi hitu han yéu.

Dinh nghia 2.2.4. Mot R-modun M dudc goi 1a (I,.J)-doi hiu han yéu néu
Suppg(M) C W(I,J) va Extly(R/I, M) 1a Lasker yéu v6i moi i > 0.

Tit Dinh nghia [2.2.4] ta ¢6 ngay hé qua sau.

Hé qua 2.2.5. (i) Méi modun (I,J)-doi hiu han déu la (I,J)-doi hitu han

yeu.

(i) Néu Suppr(M) C W(I,J) va M la Lasker yéu thi M la (I,J)-doi hitu han

yeu.

(iii) Cho 0 = L — M — N — 0 la mot day khdp ngin cic R-modun va cdc
R-dong cdu. Néu hai trong ba modun la (I,J)-doi hiu han yéu thi modun

thit ba ciing la (I,.J)-doi hitu han yéu.

Chiing minh. (i) Gid st M 1a R-modun (I, .J)-ddi hitu han. Khi d6 Suppg(M) C
W(I,J) va Exty(R/I, M) hitu han sinh v6i moi i > 0. Do d6 Exth(R/I, M) 13
Lasker yéu v6i moi i > 0.

(i) Theo B6 dé 2.1.2{ii), Extiy(R/I, M) la Lasker yéu véi moi i > 0.
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(iii) Tt day khép ngan, ta c6
Suppr(M) = Suppg(L) U Suppg(V)
va mot day khép dai
oo = Exth(R/I, L) — Bxtl(R/I, M) — Exths(R/I,N) — --- .
Khi d6 ap dung Dinh nghia ta c6 duge dieu phai chitng minh. ]

Chi ¥ réng cac modun httu han sinh hay modun c6 gia hitu han déu la cac
modun Lasker yéu. Lép cdc R-modun (7, J)-ddi Lasker yéu 1a 16n hon 16p cac
R-modun (I, .J)- d6i hitu han.

Hé qua 2.2.6. Cho M la R-modun hitu han sinh va t la s6 nguyén khong am.
Néu H} ;(M) la hidu han sinh hodc Suppr(H (M) la tap hiu han vdi moi i <t
thi Assgp(Homp(R/I, HZJ(M))) la hitu han.

Dinh 1y 2.2.7. Cho M la R-médun va d la s6 nguyén khong am sao cho H}'J(M)
la (I,J)-doi hitu han yéu vdi moi i < d. Khi dé Ext'y(R/I, M) la Lasker yéu vdi

mot 1 < d.
Chiing minh. Ta sé chiing minh quy nap theo d. Khi d = 0, diay khép ngéan
0—=>T7y(M)—=M— M/Tr (M)—0
cam sinh day khép
0 — Hompg(R/I,T; ;(M)) — Homg(R/I, M) — Homg(R/I, M/T1 ;(M)).

Vi M/Tr (M) la R-modun (I, J)-xodn-tu do nén né cling la I-xodn-tu do va do
d6 Homp(R/I, M/T1 ;(M)) = 0. Suy ra

HOHIR(R/I, M) = HOHIR(R/I, FI’J(M)).

Nhu vay Hompg(R/I, M) 1a R-modun Lasker yéu.
Gia sit d > 0. Ta c6 Hj ;(M) = Hj ;(M/T ;(M)) v6i moi i > 0 theo Bo de
1.4.3(iv). Dat M = M/T'; ;(M) va E(M) 1a bao noi xa ciia M. Tt day khdp ngén

0—M—EM)— EM)/M—0
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ta dugc cac dang cau

Extiy(R/I, E(M)/M) = Ext ' (R/I, M)

Hj j(E(M)/M) = Hp'} (M)
v6i i > 0. Tu gia thiét suy ra H: ,(E(M)/M) la (I, J)-ddi hitu han yéu v6i moi
i < d—1. Theo gia thiét quy nap, Exth(R/I, E(M)/M) la Lasker yéu véi moi
i < d—1vado dé Extly(R/I, M) ciing la Lasker yéu v6i moi i < d. Day khop
ngan

0—=Tr(M)—M—M-—0
cam sinh day khép dai

oo = Exty(R/I,T1 7(M)) — Extly(R/I, M) — Exty(R/I, M) — --- .

Vi Ty (M) la (I,J)-d6i hitu han yéu nén Ext%(R/I,T; ;(M)) 1a Lasker yéu véi
moi i > 0. Cudi ciing, tit day khdp dai suy ra Extly(R/I, M) 1a Lasker yéu véi
moi 7 < d. OJ

Dinh 1y 2.2.8. Cho M la R-modun sao cho Ext'y(R/I, M) la Lasker yéu vdi moi
i vat la mot so6 nguyén khong am. Néu Ht (M) la (I,J)-doi hiu han yéu vdi
moi i #t thy Ht (M) cang la (I, J)-doi hitu han yéu.

Chiing minh. Ta ching minh quy nap theo ¢. Khi ¢t = 0, dat M = M/T'; ;(M),
day khép ngan
0—=Try(M)—=M-—M—=0

cam sinh mot day khép dai
oo = Exthy(R/I,T j(M)) — Extly(R/I, M) — Extiy(R/I, M) — --- .

Ta c6 Hi (M) = Hi (M) véi moi i > 0 va HY (M) = 0. Tu gid thiét, ta c6
Hi (M) 1a (1, J)-d6i hitu han yéu véi moi i > 0. Ap dung Dinh 1y 2.2.7] ta suy

ra rang Ext%(R/I, M) 1a Lasker yéu v6i moi i > 0. Do do, tit day khdp dai va
gi& thiét cho ta Exti(R/I,T ;(M)) 1a Lasker yéu. Nhu vay HY ,(M) la (1, J)-ddi
hitu han yéu.
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Khi ¢ > 0. Day khép ngan

0—M— E(M)— E(M)/M —0
cho cam sinh cac dang cau

Exth(R/I, E(M)/M) = Ext' ' (R/I, M)

Hj ;(E(M)/M) = H'} (M)
v6i moi i > 0. Khi d6 Hj ;(E(M)/M) la (I, J)-d6i hitu han yéu v6i moi i # ¢ — 1.
Luu ¥ rang Extly(R/1,Tr;(M)) 1a Lasker yéu va do d6 Extly(R/I, E(M)/M) la
Lasker yéu v6i moi i > 0. Theo gia thiét quy nap, H; ' (E(M)/M) la (1, J)-d6i
hitu han yéu. Nhu vay Hj ;(M) la (I,J)-d6i hitu han yéu. O

Két hop B6 dé [2.1.2(ii) v6i Dinh 1y [2.2.8] ta dugce he qua sau.

Hé qua 2.2.9. Cho M la R-modun Lasker yéu va t la s6 nguyén khong am. Néu
Ht (M) la (1,J)-doi hdtu han yéu vdi moi i # t thy Ht (M) cang la (I, J)-doi

hitu han yéu.

Hé qua 2.2.10. Cho I la idéan chinh ciia R va M la R-médun Lasker yéu. Khi
do Hj ;(M) la (1,J)-doi hitu han yéu vdi moi i > 0.

Chatng minh. Tt [58, 4.11] suy ra rang Hj ;(M) = 0 v6i moi i > 1. Mat khac,
HY ;(M)1a mot R-modun Lasker yéu vi H? ;(M) 1a mot modun con ctia M. Dieu

nay cho thay H} ;(M) 1a (I, J)-ddi hitu han yéu v6i moi i # 1. Tt Dinh 1y 2.2.8

ta c6 dieu phai chitng minh. O
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Chuong 3

Tinh Artin vA Artin yéu ciia moédun
d6i dong diéu dia phuong theo mot

ap idéan

e

Tinh chat Artin clia cac modun déng vai tro quan trong khi nghién citu vé cau
trac ctia vanh giao hoan va dudgc giéi thiéu béi cac tac gia Emil Artin, Emmy
Noether va David Hilbert tit nhitng ndm 1890. Hién nay, tinh chat Artin cta
cdc modun 1a mot trong nhitng chit dé duge nhiéu nha khoa hoc quan tam khi
nghién citu vé cac doi dong dieu dia phuong trong 1y thuyét vanh giao hoan nhu:
Matsumura [33] ndm 1890; Matsumura [34] ndm 1986; Chu va Tang [I3] nam
2007; Payrovi va Parsa [48] nam 2012; Tang [59] nam 2012; Gu [23] ndm 2013.
Qua sudt qua trinh nghién cttu, tdc gid vA nhom nghién citu gom T.T.Nam,
N.M.Tri, N.-T.Nam da chiing minh thanh cong mot s6 két qua ve tinh Artin
clia cac d6i dong diéu dia phuong va da duge dang trong cac bai bao [62], [46]
nam 2019. Qua sudt qua trinh nghién ciu, tdc gid va nhém nghién cttu gom
T.T.Nam, N.M.Tri, N.-T.Nam da dang mot s6 két qua vé tinh Artin trong céac
bai béo [45], 47, 62]. Chuong , tac gia cu thé hoa cac két qua dat dugce vé tinh
Artin clia cac déi dong diéu dia phuong theo mot cip idéan, déi dong dieu dia
phuong suy rong theo mot cip idéan. Chung toi ciing c6 duge mot s6 két qua ve
tinh Artin yéu ctia cic modun H} ;(M). Dac biet, trong chuong nay ching toi
tap trung nghién citu vé tinh Artin yéu ctia déi dong diéu dia phuong theo mot
cap idéan va tinh Artin ctia Hy ;(M, N).
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3.1 Tinh Artin yéu cta dbéi dong diéu dia phuong

theo mot cap idéan

Dinh 1y sau sé cho ta mot s6 két qua lien quan vé tinh Artin clia cac modun
d6i dong dieu dia phuong. Nhu ching ta da biét, néu M 1a hitu han sinh véi
dim M = d thi modun H}{J(M) 1a Artin. Trong phan nay, ching t6i mé rong két
qud nay trong truong hop khi M 1a Lasker yéu.

Dinh 1y 3.1.1. Cho (R,m) la vanh dija phuong va M la R-modun Lasker yéu
sao cho dim M = d < oco. Khi do

(i) Newd>1 thy H{ (M) la Artin.

(ii) Neu d <1 thi Suppg(H{ ;(M)) la hiw han.

(iii) Suppr(H{, (M)/JH{; (M) la hitu han.

Chaing minh. (i) Theo két qué cta [7, 3.3], ton tai mot modun con hitu han sinh
N cia M sao cho Suppp(M/N) la tap hitu han va dim(M/N) < 1. Tu day khép
ngan

0—-N—->M-—M/N—0

cho chung ta mot day khdép dai sau
c-- = Hjp ;(N) = Hj ;(M) — Hj j(M/N) — - -

Luu ¥ réang Hj ;(M/N) = 0 v6i moi i > 1 va Hj ;(N) = Hj ;(M) v6i moi i > 2,
v6i N la modun con hitu han sinh ctua M

Néu dim M > 1 thi dim M = dim N = d. Vi H{ ;(N) la Artin nén H{ ;(M) la
Artin.

(ii) Bay gio ta gid st rang dim M < 1. Néu d = 1, khi d6 ta c¢6 mot day khép
ngan

+-+ = Hj ;(N) = Hj ;(M) — Hj ;(M/N) = 0.

Vi Hj ;(N) 1a Artin va Suppg(M/N) la hitu han nén Suppg(Hj ;(M)) 1a hita han.
Néu dim M = 0 thi tit dday khép ngan

0 — H}{J(N) — HRJ(M) N H}{J(M/N) =0
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ta suy ra Suppg(H} ;(M)) la hitu han.
(iii) Ta x6t diy khop dai

s HEEYN) = HEH (M) S HEHM/N) = HY j(N) = -

Vi N la hitu han sinh v& dim N < d nén ta ap dung [43, 2.13] dé suy ra ring
SuppR(Hf}l(N)/JH;l}l(N)) 14 hitu han. Béng cach ap dung ham ti R/J ®p —
lén day khép

o= HIEYN) = HEH (M) — Ima — 0

cho ta dugc mot day khép
HEH(N)JTHTHNN) = HEH (M) /JHT S (M) = Tma/ JTma — 0.

Trong do SuppR(H;l31(M/N)) la hitu han va Suppp(Ima) ciing vay.
Vi vay Suppgp(H{ ' (M)/JH{ ;' (M)) la hitu han. O

Chiing ta bat dau bang cach nhic lai dinh nghia vé modun Artin yéu trong
bai bao [25]. Mot R-modun M dugde goi la Artin yéu néu bao noi xa ciia né la
Er(M), ¢6 thé viét phan tich ra nhu sau Er(M) = @), Eg(R/m;)HomiM) | vai
my,...,m, la ideéan t6i dai ctia R. Tu [25], 2.3 (a)] ta suy ra rang M 1a Artin yéu
néu va chi néu Suppg(M) chita hitu han cac ideéan t6i dai. Tat cd cac modun
Artin déu 1a modun Artin yéu. Pham trit cdc Artin yéu la pham trit con serre
clia pham tru cic R-modun. Chung ta biét rang M 1a Artin yéu néu va chi néu

M 1a Lasker yéu va Suppg(M) chita cac idean t6i dai (|25, 2.3]).
Ménh dé 3.1.2. Cho M la R-modun Artin yéu. Khi dé H} ;(M) la Artin yéu
v0t mot i > 0.

Chatng minh. Theo gia thiét, ta c6 dim M = 0 do d6 Hj ;(M) = 0 v6i moi i > 0.
Tu 25, 2.3 (c)] ta suy ra rang HY ;(M) la Artin yéu, ta c6 diéu phai ching
minh. ]

Ching ta biét rang néu (R, m) la vanh dia phuong va M la mot R-modun
hitu han sinh, khi d6 HZ (M) 1a Artin v6i moi i > 0 (xem [12]). Luu § rdng, néu
M 1a mot R-modun bat ky, khi d6 HZ (M) 1a Artin yéu véi moi i > 0.
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Ménh dé 3.1.3. Cho M la R—modun hitu han sinh va t la s6 nguyén khong am.
Gid st rang H ;(R/p) la mot Artin yéu vdi moi p € Suppr(M) va i < t. Khi do
Hj ;(M) la Artin yéu vdi moii < t.

Ching minh. Vi M 1a hitu han sinh, khi d6 ¢6 mot loc ctia cac moédun con cuia
M
O=MyCM i C..CM,=M

sao cho M;/M;_1 = R/p; v6i mot s6 p; € Suppr(M). Day khdp ngan
0— Mj—1 —M; = R/p; =0
cam sinh ra day khép dai
T H%,J(Mj—l) — H;,J(Mj) — H;,J(R/Pj) e
Bang céch quy nap trén j, ta két luan rang Hj ;(M) la Artin yéu véi mois < ¢. [
Mot R-modun M duge goi 1a I-ty do-zodan néu I'y(M) = 0.

Bo6 dé 3.1.4. Cho I la idéan ctia R va M la R-modun Lasker yéu. Khi dé M la

R-modun I-tu do-zodn néu va chi néu cé mot phan t « € I la M-chinh quy.

Chatng minh. Céch ching minh tuong tu véi [12, 2.1.1(ii)] va luu y rang tap hop
Assp(M) 1a hitu han. O

Ching ta biét rang néu (R, m) 1a vanh dia phuong va M 13 R-modun hitu han
sinh, khi d6 Hi (M) 1a Artin v6i moi i > 0 (xem [12]). Luu § rang, néu M 13 mot
R-modun bat ky, khi d6 Hi (M) 1a Artin yéu v6i moi i > 0.

Ménh dé 3.1.5. Cho (R,m) la vanh dia phuong va I+ J =m. Khi do
Hj ;(M)/JH} ;(M) la Artin yéu vdi moii > 0.

Chitng minh. Tit [58, 1.4] ta suy ra rang Hj ;(M) = H}, ;(M) v6i moi ¢ > 0. Luu
y rang Suppg(HL ;(M)/JH: (M)) C {m} va theo [25, 2.3 (b)] ta c6 diéu phéi
chiing minh. O

37



Hajikarimi da chtng minh rang [25, 2.11] néu M la R-modun Lasker yéu c6
chiéu hitu han d, khi d6 H¢(M) 1a Artin yéu. Chu va Wang trinh bay trong [14,
2.1] réng trong vanh dia phuong va M 1a httu han sinh véi dim M = d, khi d6
modun H }l’ ;(M) 1a Artin. Bay gio ching ta dua ra két qué md rong trong trucng
hop M 1a Lasker yéu.

Dinh 1y 3.1.6. Cho M la mot R-modun Lasker yéu sao cho dim M = d < oo.
Khi dé Hf ;(M)/JH] ;(M) la Artin yéu.

Chitng minh. Chtng ta chitng minh bang cach quy nap theo d. Néu d = 0, khi
do6 Assgp(M) C Max(R). Hon nita, Assp(M) la mot tap htu han vi M la Lasker
yeu. Theo [25, 2.3 (b)], M 1a Artin yéu va khi d6 H} ;(M)/JH} ;(M) la Artin
yéu. Cho d > 0. Day khép ngan

0—-T;M)—>M—M/T;(M)—0
cam sinh ra day khép
Hf (T y(M)) — Hf ;(M) — H{ ;(M/T;(M)) — 0.

Theo [58] 2.5], ta co HEZ’J(FJ(M)) ~ YT ;(M)). Hon nita, I'y(M) 1a Lasker yéu
v6i dim ' ;(M) < d, do d6 H4(T';(M)) 1a Artin yéu theo [25], 2.11].

Cho M = M/T';(M), ta can phéi chiing minh rang H{ ;(M)/JH{ ;(M) la Artin
yéu. Theo B6 dé[3.1.4 ton tai mot phan tit 2 € J 14 M-chinh quy. Tir day khdp
ngan

0—M3M-—M/xM—0
cam sinh ra day khép dai

o HENDE /a3 b |5 (30) 5 7Y (1) - 0.

Vi M /xM la Lasker yéu véi dim(M /xM) < d — 1, ta két luan ring
HENM /M) JHE M /zM) 1a Artin yéu theo gid thiét quy nap. Day khop
ngan

0 — Imf — H{f ;(M) =5 H{ ;(M) =0
cho ching ta day khép dai
cImf/Jimf — H{ ;(M)/TH] ;(M) 5 H{ ;(M)/JH{ ;(M) = 0.
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Vi z € J, ta suy ra rang H{ (M)/JH¢ (M) la mot anh dong cau ctia Imf/JIm f.
Nhung Imf/JImf la Artin yéu theo [25, 2.3 (¢)]. Do d6 H¢ ,(M)/JH? ;(M) 1a
Artin yéu. O

T chitng minh ctia Dinh 1y (i), ta biét rang néu dim(M/T ;(M)) < dim M,
khi d6 H{iPM (M) la Artin.

Heé qua 3.1.7. Cho M la R-moédun Lasker yéu sao cho dim M = d < co. Khi dé
Suppg(H{ ;(M)/JH{ ;(M)) la hitu han.

Dinh 1§ sau tao nén moéi lien he vé tinh Artin yéu gitta Hi (M) va HY ;(M).

Dinh 1y 3.1.8. Cho M la R-modun va t la mot s6 nguyén khong am. Gid si
rang Hi (M) la Artin yéu véi moi i <t. Khi dé

(i) HL(M) la Artin yéu véi moii <t va ac W(I,J).
(ii) Ext%(R/a, M) la Artin yéu véi moii <t va a € W(I,J).
Chitng minh. (i) Theo [52, 10.47] ton tai mot day phd Grothendieck
ESY = HE(HY (M) = HPT(M).
Cho n < t, c6 mot cai loc ® cua H" = H} (M)
0=@""'grCcd"H" C...C ®'H" C °H" = H(M)

sao cho

Ei,nfi ~ (I)iHn/q)i+1Hn

S :
Vi HY ;(M) la Artin yéu vé6i moi ¢ <t nén ta c6 dim H ;(M) = 0 v6i moi ¢ < ¢
va khi d6 E5? =0 v6i moi ¢ < ¢ v p > 0. Do d6 ER! = 0 v6i moi g < ¢ v p > 0.
Diéu nay suy ra
O'H"=?H" = ... =" H" =0

v6i moi n < t. Theo gia thiét, Ey" = To(HP ;(M)) 1a Artin yéu véi moi n < t.

Ta xét dong cau ctia cac diy pho
0= Er—r,n—i-r—l N Eg,n N E;",n—r—&—l =0
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v6i moi r > 2. Ta suy ra rang
On _ ~0n _ 10,
EO" = B9 = = B0

(0.9]

T day khép ngan
0— ®'H" - HY (M) — E%" =0

ta duge Hy' (M) = Tq(H} ;(M)) v6i moi n < ¢, va ta c6 dieu phéi chiing minh.
(ii) Theo [52, 10.47] ton tai mot day pho Grothendieck

EY? = Extl,(R/a, H] ;(M)) = Exth, (R /a, M).
Cho n < t, c6 mot ding cau
Ei,n—’i ~ @iHn/q)’H—lHn
K=

véi moi i < n va H" = Exty(R/a, M). Theo gid thiét E;nfZ 1a Artin yéu véi moi

i <n. Vi EZ'™" 1a thuong con ctia E5" ™" nén ta c6 EZ'" 1a Artin yéu.

Nhung vi ta ¢6
n—1,1 ~ q)nfl n/q)n n ~v (I)nfl n/ n,0
E:: = H H" = H E:: .

Khi d6 ®"~'H" 13 Artin yéu. Bang cach quy nap gidm dan, ta két luan rang
d2H", .. ®YH™ 1a Artin yéu va ta c6 diéu phai chitng minh. O

Meénh dé 3.1.9. Cho M la R-modun hiu han sinh va t la mot s6 nguyén khong
am. Gid s rang Ht ;(R/p) la mot Artin yéu vdi moi p € Suppg(M) va vdi moi
i <t. Khi do H} ;(M) la Artin yéu vdi moi i < t.

Ching minh. Vi M 1a hitu han sinh, khi d6 ¢6 mot loc ctia cac moédun con cua
M
O=MyCM i C..CM,=M

sao cho M;/M;_1 = R/p; v6i mot sO p; € Suppr(M). Day khdp ngan
0— Mj_1—M; —R/p; =0
cam sinh ra day khép dai
T H%,J(Mj—l) — H;,J(Mj) — H;,J(R/Pj) e
Bang cach quy nap trén j, ta két luan rang H}J(M) 1a Aritn yéu véimoii < t. [
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3.2 Tinh Artin cia médun dbi dong diéu dia phuong

theo mot cap idéan

Trong [50, 2.10], nhém tac gid da ching minh rdng néu (R,m) la vanh dia
phuong va M 1a hitu han sinh sao cho Suppg(Hj ;(M)) C {m} v6i moi i < ¢, khi
do H}J(M) >~ H (M) v6i moi i < t. Tit day, ching t6i dua ra két qua tong quat
hon béi dinh 1y duéi day

Dinh 1y 3.2.1. Cho (R, m) la vanh dija phuong va t la mot s6 nguyén duong. Néu
M la mot R-modun sao cho Suppgr(H} ;(M)) C {m} vdi moii <t thi H} (M) =
H}, (M) = Hy, (M) vdi moi i <t.

Chiing minh. Trudc tien, ta ching minh rang H} (M) = H! (M) v6i moi i < t.
Cho F(=) :=Tn (=) va G(—) :=TI'1 y(—) la cdc ham t¢ tit pham tru cac R-modun

vao chinh né. V6i moéi R-modun M, ta ¢
FGM) =Tw(T',y(M)) =Tnyr,(M)) =T s (M).

Do d6 FG(—) =I'm j(—). Cho E la R-modun noi xa. Vi Ty ;(E) la modun noi xa
nén R'F(G(E)) = R'F(T(E)) = 0 v6i moi i > 0. Theo [52], 10.47] ton tai mot
day pho Grothendieck

B} = Y, (H] (M) = HE (M)

Vi Suppg(Hj ;(M)) C {m} C W(m,J) nén Hj ;(M) la R-modun (m, J)-xoan véi
moi 0 < ¢ < ¢ Tu [58, 1.13] ta suy ra

ER = Hp (HIJ(M)) =0

v6i moi p > 0,0 < g < t.
Cho 0 <n <t, ton tai loc ® cia H" = H" (M)

0=0¢"""H" CO"H" C...C ®'H" C ®"H" = HJ} ;(M)

sao cho

ETt = o /O HT 0 < i <.
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Dac biét
EQ = o"H" /o' H"
oo — )
B s @ BT = 0,0 < i < .
Do d6 ®'H" = ®2H" = ... = &"HLH" = 0 v EX" = GOH™ = H™ (M),
Trong trudng hop r > 2, tit cac dong cau ctia day pho

0= E;r,nJrrfl N Eg,n N E;’,nfr%l -0
ta co Eg’” = Eg’" —...=E%" Vivay
~ 10,
w (M) = Ey" = H) ;(H} ;(M)) = H} ;(M)

vi H} ;(M) la R-modun (m, J)-xoan.
Tiép theo dé ching minh Hj ;(M) = Hy(M) v6i moi ¢ < ¢, ta dat F(—) :=
Tw(—) vA G(—) := T s(—). Khi d6, vi m € W (I, J)

FG(M) =Tw(T7 s(M))
= T (M).

Do d6 FG(—) = 'n(—). Khi d6 R'F(G(E)) = HL (T ;(E)) = 0 v6i moi i > 0.
Theo [52, 10.47] ton tai day pho Grothendieck

Byt = Hu(H] ,(M)) = Hy™ (M),

Vi Suppg(HY,(M)) C {m} € W(m,0), nen theo [58, 1.7] H? (M, N) 1a modun
(m,0)- x0én v6i 0 < g < t. Theo [58, 1.13]

Ey? = Hy(HY] ;(M)) =0
viip>0,0<g<t Cho0<n=p+qg<t, ton tailoc ® cia H" = H?(M) sao cho

0=¢" g Cd"H" C ... C ®'H" C °H" = H(M)

Eni = o /O HT 0 < i < n.
Ching ta c6 duge EYY = Hiy(H] ;(M)) =0, v6ip>0,0 < ¢ <t.
Khi do
Eg(,)n ~ (IDOHn/q)lHn,

42



Bt L H" QT HT = 0,0 < i < n.

Do d6 ®1H™ = ®2H™ = ... = O"TLH" = 0 va EX" = 00" = HI(M).
Khi r > 2, tit cac dong cau day pho

0= Er—r,n—i—r—l N Eg,n N E;:,n—r—&—l -0

ta nhan dugc két qua Eg’” = Eg’” — ... =B

vi H7 (M) 1a R-modun (m,0)-xodn nén ta c6
~ 0,
Hu(M) = By = Hy(HP (M) = Hf ;(M).

]

Tt Dinh 1y 3.2.1| chiing ta suy ra dugc két qud sau ve tinh Artin ctia Hj ;(M).

Hé qua 3.2.2. Cho (R,m) la vanh dija phuong va t la s6 nguyén duong. Néu
M la R-modun hitu han sinh sao cho SuppR(H}'J(M)) C {m} vdi moi i <t thi
Hi (M) la mot R-modun Artin vdi moi i < t.

Ching minh. Mot két qua duge trinh bay béi [12, 7.1.3] rang HL (M) 1a R-
modun Artin véi moi i. Do d6 tit két qud cta Dinh 1y ta c6 dieu phai
chiing minh. O

Dinh ly 3.2.3. Cho M la R-modun va t la so nguyén duong. Khi dé

(1) dim HY (M) < k vdi moi i <t néu va chi néu dim Hi(M) < k vdi moi i <t
vaaeW(l,J).

(i) Néu M la hiu han sinh va SuppR(H}'J(M)) C Max(R) vdi moi i < t thi
HL(M) la Artin vdi moi i <t va a € W(I,J).

(iii) Gid st rang (R,m) la mot vanh dia phuong va M la hiu han sinh. Khi dé
H (M) la Artin vdi moi i <t néu va chi néu Hi(M) la Artin vdi moii <t
vaaeW(l,J).

Chatng minh. (i). (=). Cho a € W(I,J) va n < t. Theo [52, 10.47], ta c6 dudgc
day pho
ESY = HE(H] ;(M)) = H{™(M).
’ p

43



Khi d6 ton tai loc ® cia H" = H(M)

qu)’rH—lHngq)ang'”gq)lHng(I)OHn:Hn

sao cho
Ei,n—’i ~ @iHn/q)’H—lHn
in—i o
v6i moi i < m. Vi EX'' la thuong con ctia By nén theo gia thiét ta c6

dim X" < k v6i moi i < n. Do d6 dim®'H™ < k v6i moi i < n. Dac biet,

dim H*(M) = dim ®°H" < k.
(«<). Theo [58], 2.3] ta c¢6

SuppRH}‘J(M) - U Supp p HL(M).
acW(I,J)
Vi dim H: (M) < k v6i moi i < t vaa € W(I,J) nén dim Hj ;(M) < k v6imoi i < t.
(ii). Tu két qua clia (i) ta suy ra rang Suppp(HL(M)) € Max(R) v6i moi i < t.
Do d6 Hi(M) 1a Artin v6i moi i < t theo [59, 2.2].
(iii). (=) Dugc suy ra tit két qua cia (ii).
(«). Luu ¥ ring Suppg(Hi(M)) € {m} v6i moi i <t va a € W(I,.J). Theo (i),
ta co Suppp(Hj ;(M)) C {m} v6i moi i < ¢. Do d6, theo Dinh 1y{3.2.1{ ta c6 dugc

diéu phai chiing minh. O

Theo [8, Hé qua 2.9] ndi dung ctia hé qué dudi day da duge chitng minh trong
truong hop dim H4(M) < 1 v6i moi i < t. Bay gio ching t6i md rong két qué nay

cho trusng hop dim H} ;(M) < 1 v6i moi i < t. Ap dung Dinh ly 3.2.3|(i) sé cho

ching ta hé qua sau

Hé qua 3.2.4. Cho M la R-médun hitu han sinh va t la so nguyén khong am
sao cho dim H} ;(M) <1 vdi moi i <t. Khi do

(i) R-modun Hi(M) la a-doi hitu han vdi moi i <t va vdi moi a € W(I,J);

(ii) R-modun Hom(R/a, H(M)) la hitu han sinh vdi moi a € W(I,.J). Ddc biét,
tap Assp(HL(M)) la hitw han vdi moi a € W(I,.J).

Chitng minh. Noi dung nay duge suy ra tit viec ap dung Dinh 1y [3.2.3(1) va [8,
2.9]. O
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Trong [40}, 3.1], nhém tac gia da chiing minh néu (R, m) la vanh dia phuong va
M, N la cadc R-modun hitu han sinh v6i dim N = d va pdM = p, khi d6 Hff]d(M, N)
12 mot R-modun Artin. Chung toi da khai quat hoa két qua cta [40, 3.1] cho

cac modun minimax bdéi dinh 1y sau.

Ménh dé 3.2.5. Cho (R,m) la vanh dia phuong va M la mot R-modun hitu
han sinh vdi pdM = p. Néu N la R-modun vdi dim N = d, khi do H?’Ljd(M, N) la
Artin.

Ching minh. Vi N la minimax, nén ta c6 day khép
0—-L—>N-—=>A—-0
v6i L la hitu han sinh va A la Artin. Cho chiing ta mot day khép dai
... = Hj ;(M,L) — Hj ;(M,N) = Hj ;(M,A) - ...

Tu [40, 3.7], Hi ;(M,A) la R-modun Artin v6i moi ¢ > 0. Két hop [40, 3.2] véi
[66, 2.4] ching ta két luan HY'?(M, L) 1a Artin vi dimL < dimN = d. Do d6
H}’J;d(M, N) cung la Artin. O

Trong [13], khi M, N 1a cdc R-modun htu han sinh va (R,m) la vanh dia
phuong, Chu and Tang da trinh bay rang Suppr(H4(M, N)) C {m} néu va chi
néu Hj(M,N) la Artin. Ching t6i khai quat héa cho Hj ;(M, N) va su md rong
ctia Dinh 1§ ta c6 duge Dinh 1§ dudi day

Dinh 1y 3.2.6. Cho (R,m) la vanh dia phuong va t la s6 nguyén khong am.
Gid st rang M la R-modun hitu han sinh va N la mot R-modun tuy 4 sao cho
SuppR(H}'J(M, N)) C {m} vdi moi i <t. Khi do

(i) Hj ;(M,N) = H;, ;(M,N) = Hp,(M,N) vdi moi i <t.

(i) Néu N la minimaz tht H: ;(M,N) la artin vdi moi i < t.

Chatng minh. (i) Trude tién, ta ching minh Hj ;(M,N) = H} ;(M,N) v6i moi
i < t. Ta ky hieu F(—) = Dps(—) va G(=) = I'7 (M, —) la cac ham tit tit

pham tru cdc R-modun vao chinh né. Trong dé F 1a ham tit khép trai. V6i moi
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R-modun N, ta co

FG(N) =T (Lr(M,N))
= I s (I'r,y(Homp (M, N)))
= Iy, s (Homg(M, N))
= I'm,j(Homp(M, N))
=T (M, N).
Do d6 FG(~) = T (M, -).

Cho E la R-modun noi xa. ViT; j(E) 1a R-modun nodi xa, nén ta cé R'F(G(E)) =
RIF(T; (M, E)) & RF(Homp(M,T7_(E))) = 0 v6i moi i > 0. Theo [52, 10.47]
ton tai day pho Grothendieck

ESY = HY (H] (M,N)) = Hy"I(M,N).

» m,J

Vi Suppgp(HY ;(M,N)) € {m} € W(m,J), ap dung [58, 1.7] ta c6 H} ;,(M,N) la
modun (m, J)-xoan véi 0 < ¢ < t. Theo [58] 1.13], ta dugc két qua

By = HP [(HY ;(M,N)) =0

v6l moi p > 0,0 < ¢ < t.
Cho 0 <n=p+q<t, ton tai loc ® clia H™ = H}! (M, N) sao cho

0o=o"tgrCco"g"C...Cd'H" C°H" = H! ,(M,N)

Ein—t = @ H" QT H™ 0 < i < n.
Vi By = Hy (H] ;(M,N))=0v6ip>0,0<qg<t Dodo taco
B = o0 /ot
Bt oL H" /T HT = 0,0 < i < n.

Do d6 ®'H" = $?H" = ... = O"T H" = 0 va E3)" = " H" = H? (M, N).

V6i moi r > 2, tit cac dong cau ciia day pho
_ prmtr—1 g0, -1 _
0= B =l gy prin—ril _ g
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suy ra o = Eg’" =...=EY". Vivay

g (M, N) 2= By = Hy (HY (M, N)) = H] ;(M, N)
vi H} (M, N) la mot R-modun (m, J)-xoén.
Tiép theo dé ching minh H! (M,N) = HE(M,N) v6i moi i < ¢, ta dat
F(—) = Tu(—) v& G(~) := T;s(M, ). Khi d6, vi m € W(Z, J) nén
FG(N) =TI'n(lr,s(M,N))
= In(I'7,y(Homp(M, N)))
— Tw(M, N).
Do d6 FG(-) = I'n(M,—). Cho E la R-modun noi xa. Ta c6 R'F(G(E)) =
RIF(T; (M, E)) = RIF(T;s(Homp(M, E)) = 0 v6i moi ¢ > 0. Theo [52, 10.47] tén
tai day pho Grothendieck

By = HA(H] (M.N)) = HE (M. N)

Vi Suppg(H} ;(M,N)) € {m} C W(m,0) nén theo [58, 1.7] H} ;(M,N) la
modun (m,0)- xoin véi 0 < ¢ < t. Ap dung [58, 1.13]
EDY = HL(HY (M, N)) =0

véip>0,0<qg<t.Cho0<n=p+q<t, ton tai loc & ciia H" = H (M, N) sao
cho

0=0"" g Cd"H" C...C d'H" C ®°H™ = H(M, N)

B =2 P HY /O H" 0 < i < n.

Vi ta c6 B = HE(HY (M, N)) =0, v6i p> 0,0 < ¢ < .

Do do
Eg(’)n ~ (bOHn/q)lHn,
Bt = @I H /T HY = 0,0 < i < n.
Khi d6 ®1H" = 2H" = ... = d"H1H™ = 0 v Bl =~ ®OH™ = H™ (M, N).

Khi r > 2, tit cac dong cau clia day pho
— L) + -1 O> LA +1_
0= Erntr=l _y gn _y pra—r+l _ g
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ta nhan ducc két qua Eg’" = Eg’” R
Vi vay
HI(M,N) = By™ = HY(H} (M, N)) = H} ;,(M,N)

do H} ;(M,N) la R-modun (m,0)-xo&n.
(i) Két hop [19, 2.2] va (i), ching ta thiy rdng HZ(M,N) la Artin nén
Hi ;(M,N) la Artin v6i moi ¢ < ¢ khi N 1a R-modun hitu han sinh.

Ching ta gia sit rang N 14 modun minimax. Khi d6 c6 day khép ngan
0—-L—>N—>A—0,
v6i L 1a hitu han sinh va A 1a Artin. Tu day, ta ¢6 day khép dai
... = Hj ;(M,L) — Hj ;(M,N) — Hj ;(M,A) - ....

Theo [13, 2.4], ta c6 Suppr(Hi(M,N)) € {m} néu va chi néu H.(M,N)
la Artin. Ap dung [40, 3.7], cho ta Hj ;(M,A) la Artin. Do d6 Hi(M,A) la
Artin. Suy ra Suppg(Hp, (M, A)) C {m}. Vi Hj ;(M,A) = Hy(M,A) nén ta co
SuppR(H}'J(M, A)) C {m}. Vi vay SuppR(H}’J(M, L)) € {m} v6i moi i < t. Do
Hj ;(M, L) = Hy, (M, L) nén Suppg(Hg, (M, L)) € {m} va do d6 Hy(M, L) 1a Artin.
Tu day ta suy ra Hj ;(M, L) la Artin v6i moi i < ¢. Ap dung nhiing két qua nay
cho day khdp dai trén ta duge Hj ;(M, N) la Artin v6i moi ¢ < ¢. O

Dinh 1y 3.2.7. Cho M la R-modun hitv han sinh va t la so nguyén khong am.
Khi do

(i) Suppg(H} ;(M, N)) C Max(R) vdi moii <t néu va chi néu Suppg(Hi(M, N)) C
Max(R) vdi moii <t va a e W(I,J).

(i) Gid st rang (R,m) la vanh dia phuong va N la hiu han sinh. Khi dé
Hj ;(M,N) la Artin vdi moi i <t néu va chi néu Hi(M,N) la Artin vdi moi
i<tovaacW(I,J).

Chatng minh. (i) (=). Cho a € W(I,J) va n < t. Ta dit F(=) := Tq(—) va
G(—) :=T7(M,—) la cic ham tit tit pham tru cac R-modun vao chinh né. Cho
R-modun N, ta ¢6 FG(M,N) = Tq(I's (M, N)) = Tq(M,N). Néu E la R-modun
noi xa, khi d6 G(E) = 0 vad do d6 G(E) la F- khong tuan hoan phéi. Theo [52,
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10.47] ton tai day pho Grothendieck

ERY = HY(H] (M, N)) = H™(M, N)

khi d6 ton tai loc ® ctia H" = H?(M, N)
OZCDn-i-lHTL C P H" C...C q)lHn gq)OHn:Hn

sao cho
Bt e ol /o T
v6i moi i < n. Theo gia thiét ta c6 Suppg(Hj ;(M, N)) C Max(R) v6i moi i <t nén
Suppr(EL" ™) C Max(R) va titc 1a Suppg(EX' ") € Max(R) vi EX'" 1a thuong con
cua E’;’n_i. Do vay Suppg(EZ"™") € Max(R) v6i moi i < n. Do d6 Suppp(®*H™) C
Max(R) v6i moi i < n. Dac biet, Suppg(HZ (M, N)) = Suppg(®°H™) C Max(R).
(«<). Theo [66], 2.2] ta c6

Suppr(Hj ;(M,N)) € | J Suppg(Hi(M,N)).
acW(I,J)
T gia thiét trén cho ta Suppp(Hj ;(M, N)) C Max(R) v6i moi i < t.

(ii) (=). Ta co Hj ;(M,N) = Hy, (M, N). Vi Hj ;(M, N) 1a Artin nén Hy (M, N)
1a Artin va do d6 Suppg(HEL (M, N)) C {m}. Khi do6 SuppR(H}’J(M, N)) € {m}.
Tu (i) ta suy ra Suppp(Hi(M, N)) C {m} va khi d6 Hi(M, N)) la Artin theo [13,
2.4] v6i moi i <t va a € W(I,J).

(«). Két qua duge suy ra theo (i) va Dinh 1y [3.2.6(i). That vay, Hi(M, N))
la Artin v6i moi i <t va a € W(I,J). Khi d6 Suppr(HL(M,N)) C {m} v6i moi
i <tvaae W(IJ). Theo [66, 2.2] ta c6 Suppgr(Hj ;(M,N)) C {m} véi moi
i <t. Theo Dinh ly 3.2.6(i), ta c6 H} ;(M,N) = Hy,(M,N) v6i moi i < t. Do d6
Suppgr(HL (M, N)) € {m} hay H.(M,N)) la Artin v6i moi i <t theo [13, Dinh 1y
2.4]. Vay Hj ;(M,N) la Artin v6i moi ¢ < t. O

Ching ta sé trinh bay két qua vé tinh Artin ctia H: ,(N) va Hi(M, N).

Ménh dé 3.2.8. Cho M la R-médun hitu han sinh, N la R-modun tuy ¢ va
t la so nguyén khong am. Gia st rang H} ;(N) la Artin vdi moi i < t. Khi do
HY(M,N) cang la modun Artin véi moi i < t.
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Chitng minh. Dat F(—) :=T;(M,—-) va G(—) :=I'; s(—) la cac ham t& khép trai
tit pham tri cic R-modun vao chinh né. Khi dé ton tai day pho Grothendieck

EYY = HY(M,H{ (N)) = H"(M,N).
’ P
Cho j < t, khi d6 ton tai loc ® ctia H/ = HJ(M, N) sao cho

0=®*HI COHI C...C & HI C "HI = HI(M,N)

B = @' HI /O HT 0 < i< j.
T gid thiét, ta ap dung [38, 2.6] c¢6 duge EP? 1a Artin véi moi ¢ < ¢ va véi moi
p>0.Vi EY70 1a thuong con clia E;’j_i nén E%7% 1a Artin v6i moi j—1i<t.
Quaé trinh chiing minh tuong ty ta c6 ® H7 1a Artin v6i moi 0 <i < j, va ta c6

diéu phai chiing minh. O
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Chuong 4

Tinh minimax va cominimax cua
doi dong diéu dia phuong suy rong

theo mot cap idéan

Muc dich ctia tac gia trong Chuong 4| 1a trinh bay cac két qua vé tinh minimax,
I-cominimax va nhitng két quid md rong vé tinh (I, M)-cominimax ctia cac doi
dong diéu dia phuong. Ching toi nghién citu cic tinh chat minimax va Artin ctia
cac modun doi dong dieu dia phuong suy rong Hj ;(M, N) theo mot cap idéan
(I,J). Ngoai ra, chiing toi ciing néi cac modun déi dong diéu dia phuong suy rong
c6 bac 16n nhat. Ta ciing ¢6 thé nhic lai vé modun minimax. Didu ma ching toi
quan tam la cac modun minimax da dugc giéi thieu bdi H. Zoschinger [69]. Mot
R-modun M duge goi 1a minimax néu M c¢6 mot modun con hitu han sinh L sao
cho M/L la Artin. Lép cac R-modun minimax la mot pham trui con Serre. Dic
biét, cho M 1a R-modun hitu han sinh va N 1a R-modun minimax. Khi d6 véi bat
ky s6 nguyén 4, cic modun Torl (M, N) va Extl (M, N) 13 minimax. Nhitng két
qué ctia chuong nay da duge tac gid cong bo trong cac bai bao [46), 47]. Ching
toi nghién cttu vé tinh minimax va tinh Artin ctia cic modun doéi dong dieu dia
phuong suy rong H; ;(M, N) theo mot cap ideéan (1, .J). Ching toi ciing dua ra
cac két qua vée modun déi dong diéu dia phuong suy rong bac 16n nhat va quan

tam nghién ctfu vé tinh minimax vd cominimax ctia H} ;(M, N).
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4.1 Tinh minimax ctia d6i dong diéu dia phuong

suy rong

Dinh nghia 4.1.1 ([69]). Mot R-modun M duge goi 1a minimax néu M ¢6 mot
modun con hitu han sinh L sao cho M/L la Artin.

Nhan xét 4.1.2. i) Lép cac R-modun minimax la pham tru con Serre. Trong
truong hop dac biét, cho M 1a R-médun htu han sinh va N la mot R-moédun
minimax. Khi d6 cho bat k¥ s6 nguyén 4, cac modun Tor?(M; N) va Exti(M; N)
la minimax v6i moi 7 > 0.

ii) Tap cac idéan nguyeén t6 lien két ctia bat ky R-modun minimax nao ciing 1a

httu han.

Dinh nghia 4.1.3 ([4]). Mot modun K dugc goi la I-cominimax néu Suppp(K) C

V(I) va Extlz(R/I; K) 1a minimax v6i moi i > 0.

Nhan xét 4.1.4. Tat ca cAc R-modun hitu han sinh v minimax 1a cdc R-modun

I-cominimax.

Dinh nghia 4.1.5 ([9]). Cho M, K 1a cac R-module. K dugc goi 1a (I, M)-doi
hitu han néu Suppg(K) C V(I) va Ext’(M/IM; K) 1a hitu han sinh v6i moi i > 0.

Bo6 dé 4.1.6. ([40, 2.2]) Cho M la R-modun hitu han sinh va N la R-modun tuy
j. Khi do
FLJ(M’ N) = HOIHR(M, FI,J(N))‘

ve
(@)
Q.
oy

4.1.7. ([40, 2.6]) Cho N la mot R-module (I,J)-zoan. Khi dé
Hj ;(M,N) = Extz (M, N)
vt mot i > 0.

Bo dé 4.1.8. ([32, 2.1]) Cho M la R-modun minimaz. Khi dé M la I-zodn-tu

do néu va chi néu I chiia mot wdc khdc khong trén M.

Dinh ly sau lién quan dén tinh minimax cta H} ;(N) va H} ;(M,N), khong
can thiét N phai 1a hitu han sinh.
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Dinh ly 4.1.9. Cho M la R-modun hiu han sinh va N la R-modun tuy 4. Cho

t la s6 nguyén khong am sao cho H}’J(N) la minimax vdi moi i < t. Khi do
(i) Ext%(R/a, N) la minimaz vdi moii <t va a € W(I,J).

(i) Néu Exth(R/a, N) la minimaz vdi moi a € W(I,.J) thi Homg(R/a, Hi ;(N))

la minimaczx.
(iii) Trong truong hop N la minimaz. Ta c6 Homg(R/a, H} ;(M,N)) cing la
minimax vdi moi a € W(I,J).
Chiing minh. (i) Ta sé dung phuong phap chiing minh quy nap theo ¢. Khi ¢ = 0,
ta c6 duge dieu phai ching minh. Cho ¢ > 0, day khép ngan
0—=T7;(N)=>N—N=0
cho ta day khdp dai
- Exth(R/a,T7 7(N)) — Ext%(R/a, N) — Ext%(R/a,N)--- .

Vil ;(N) la minimax, viéc chiing minh (i) s& hoan thanh bang céch chiing minh
rang Exti(R/a, N) la minimax v6i moi i < ¢. Theo [58, 1.13], ta c6 Hj ;(N) =
Hj ;(N) v6i moi i > 0 va Ty ;(N) = 0. Ky hieu E = E(N) la bao noi xa ciia N va
L= FE/N.Luu yrang Assg(I'7 s (E)) = W(I, J)NAssg(E) = W(I, J)NAssg(N) = 0,
va do d6 I'y j(E) = 0. Day khép ngén

0+N—=E—L—0
dan dén déng cau sau
Hj ;(L) = H;Y(N) va Extp(R/a, L) = Exti['(R/a, N)

vol moi 7 > 0.
Tit gid thiét quy nap ta c6 Extls(R/a, L) 1a minimax v6i moi i < ¢ — 1. Do d6
Exty(R/a, N) 1a minimax v6i moi i < ¢ v& viéc chiing minh (i) da hoan thanh.
(ii) Chung ta sé dung phuong phap quy nap theo t. Khi ¢t = 0, luu ¥ rang
N 13 a-xodn-ti do, v do d6 Homp(R/a, N) = 0. Ap dung ham tit Hompg(R/a, —)
cho day khép sau
0—=Try(N)—>N-—=N-=0
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ta két luan rang Hompg(R/a,T'7 7(N)) = Homg(R/a, N) vakhi d6 Homg(R/a,I'; ;(N))
& minimax.

Gia st rang t > 0. Theo két qua ctia (i), ta c6

Homp(R/a, H} (L)) = Homp(R/a, Hj ;(N))
=~ Hompg(R/a, H ;(N)).

Theo gia thiét quy nap, ta ¢c6 Homp(R/a, H}:}(L)) 1a minimax. Khi d6 ta két
luan Hompg(R/a, H; ;(N)) la mininax.

(iii) Chung ta sé dung quy nap theo ¢. Khi ¢ = 0, ta c6 HRJ(M, N)
Homp(M,T7.s(N)) theo [T, 2.2). Vi T;;(N) C N, Homp(M,T;.;(N)) la minimax
va khi d6 Hompg(R/a, H} ;(M, N)) ciing la minimax.

Cho t > 0. Tt day kh6p ngan

I

0—=T7;(N)=>N—=N=0

kéo theo day khdp dai

s H}"J(M, Tr(N)) — H}J(M, N) — H}J(M, N) = - ()

Theo két qua [40, 2.6] ta suy ra Hj ;(M, T ;(N)) = Extyz(M,T7,;(N)) v6i moi
i, khi d6 H} ;(M,T7;(N)) la minimax véi moi . Theo day khdp (*), viéc chiing
minh & két thiic néu ta chiing minh duge: Homp(R/a, H} ;(M, N)) la minimax.
Vi N is (I, J)-xoan-ty do, khi d6 né ciing 1a a-xodn-ty do véi moi a € W(I,J).
Theo [32, 2.1] ton tai mot phan ti N-chinh quy = € a.
T day khép ngan
0—+N3N-=N/zN =0

dan dén day khép dai sau
o HENMN) L 1M N /aN) S Y (MN) S HE (MN) -

Vi Hi ;(N) = H! (N) v6i moi i > 0, theo [42, 2.5] ta suy ra H} ;(M,N) la
minimax véi moi i < t. Do d6 H: ,(M,N/xN) la minimax va vi vay H} ;(N/zN)
12 minimax véi moi ¢ < ¢ — 1. Luu ¥ rang N /2N ciing 1a minimax. Theo gia thiét

quy nap suy ra Hompg(R/a, H, (M, N/zN)) la minimax.
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Bang cach ché ra tir hai day khép trén, ta duge hai day khép:
0—Imf — H;}l(M,N/xN) — Img — 0,

0 — Img — Hj ;(M,N) % Hj ;(M,N).
Ap dung ham t Homp(R/a,—) cho cac day khép nay, ta c6 duge cac day khép
sau
0 — Homp(R/a,Imf) — Hompg(R/a, Hf_Jl(]W7 N/xzN))
— Homp(R/a,Img) — Exth(R/a, Imf)---
va day khdp
0 — Homp(R/a,Img) — Homp(R/a, H} ;(M,N)) =5 Homp(R/a, H} ;(M,N)).
Vi H}}l(M ,N) 1la modun minimax, Imf ciing 13 modun minimax. Khi do6
Hompg(R/a,Img) ciing 1 minimax. Vi = € a, diy khép cudi cho ching ta ding
cau
Hompg(R/a,Img) = Hompg(R/a, HRJ(M, N)).
Do d6 Hompg(R/a, H ;(M, N)) 1a minimax va viéc ching minh (iii) 13 hoan thanh.

]

Hé qua 4.1.10. Cho M la R-modun hitu han sinh, N la R-modun tuy v, t la so

nguyén khong am sao cho H} ;(N) la minimaz vdi moti i < t.

(i) Gid st véi a € W(I,J), Extly(R/a, N) la minimaz va c6 mot R-modun hitu
han sinh K sao cho Suppp(K) C V(a). Khi d6 Homg(K, H} ;(N)) la modun

minimax.

(ii) Néu N la minimaz va K la modun con clia Hj ;(M, N) sao cho Exth(R/a, K)

la minimaz thi Hompg(R/a, H}’J(M, N)/K) ctng la minimaz.

Chaing minh. (i) vi Suppr(K) C V(a), ton tai mot chudi hitu han 0 = Ky C
K1 C...C K, = K sao cho K;/K; 1 1a mot anh dong cau cia (R/a)™ v6i moi

i=1,2,...,n theo Dinh 1y Gruson. Khi d6, ta c6 day khép ngan
0— L —» (R/a)™ — K1 —0
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v6i Ly 14 mot R-modun va mq 1d mot s6 nguyén duong. T day, ta c6 day khdop
dai
0 — Homp(K1, Hy ;(N)) = Homg((R/a)™, H ;(N)) = Hompg(L1, H ;(N)) -
Mat khac tit day khép ngan
0— Ly — (R/C()mQ — KQ/Kl — 0.
Ap dung ham ti Homp(—, H: ;(N)) cho day khép ngin nay, ta c6 duge day khép
dai
0 — Homp(Ky/ K1, Hy ;(N)) — Hompg((R/a)", H ;(N))

— Homp(Ls, H}’J(N)) e

Khi d6 Hompg(K1, H} ;(N)) va Homp(K2/K1, Hy ;(N)) la cdc modun minimax
theo Dinh ly (ii). Bang cach dung phuong phap quy nap theo n, suy ra rang
Hompg(Kp—1, Hy ;(N)) va Homp(K/Ky-1, Hf ;(N)) la cac moédun minimax. Do d6
Hompg (K, H} ;(N)) 1a minimax.

(ii) Ap dung ham t& Hompg(R/a, —) cho day khép ngén
0— K — Hj ;(M,N)— Hj ;(M,N)/K =0
Ta c¢6 duge day khép dai

Homp(R/a, H} ;(M,N)) — Hompg(R/a, H} ;(M,N)/K) — Extg(R/a, K)

Ap dung két qua tit Dinh Iy [4.1.9(iii) ta suy ra ring Homp(R/a, H: (M, N)) la
minimax. Vi vay, tit gid thuyét quy nap ta c6 duge diéu phai chitng minh. [

4.2 Tinh cominimax ctia déi dong diéu dia phuong

suy rong

Dinh nghia 4.2.1. Cho M, K la cac R-modun. Mot R-modun K dudce goi la
(I, M)-cominimax néu Suppg(K) C V(I) vi Exth(M/IM; K) 14 minimax véi moi
1> 0.
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Meénh dé 4.2.2. Cho M la R-médun hitu han sinh. Khi dé modun I-cominimax

la modun (I, M)-cominimaz.

Chitng minh. Gia st rang K 1a mot R-modun I-cominimax. Theo gid thiét,
Suppp(K) C V(I) va Extih(R/I; K) 1a minimax v6i moi 4 > 0. Cho M = M/IM,
khi d6 M 1a hitu han sinh va Suppz(M) C V(I). Ching ta sé ching minh
Exth(M/IM; K) la minimax bing cich quy nap theo i. Theo Dinh 1y Gruson

(63, 4.1]), M luon c6 chudi cac modun con
0=MyCMC---CM=M

thoa man M, /M;_; anh dong cau cta (R/I)™ v6i moi s6 nguyen duong m. Khi

do, ta xét day khép ngan
0— Mj_1 — Mj — Mj/Mj_1 —0

trong d6 1 < j < k. Ta ¢6 mot dang cau Hom((R/I)™, K) = Hom(R/I, K)™. Vi
K la R-modun /-cominimax nén theo Nhan xét ta c6 Hom((R/I)™, K) la
minimax. Xét day khép

0— Hom(Mj/Mj_l, K) — HOl’Il(Mj, K) — Hom(Mj_l, K) — ...

Tu day dan dén Hom(M;, K) 1a minimax véi moi j va khi d6 Hom(M, K) ciing
13 minimax. Ta két luan ménh dé diung vé6i i = 0.

Xét i > 0. Tu day khép
0= Mj_1 = M; = (R/I)™—=0
Cho ta day khép dai
o= Extly (M1, K) — Extih(R/D™, K) — Extly(M;, K) — ...

Vi Extih((R/I)™, K) = Ext'y(R/I, K)™, nén ta c6 Extly(M;, K) 1a minimax. Mt
khac, theo gia thiét quy nap Ext’; '(M;_y, K) la minimax v6i moi j < k. Bing
cach gidi thich tuong tu nhu trén, ta cé két qua Ext’ (M, K) 1a minimax v6i moi

i > 0. Vay, ta c6 diéu phai chiing minh. O
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B6 dé 4.2.3. Cho day khdp ngin 0 — A — B — C — 0 cia cdc R-modun. Néu
hat trong cac R-modun trén la cac (I, M)-cominimazx thi R-modun con lai ciing

la R-modun (I, M)-cominimaz.
Ching minh. Ta luon co
SupprB = SupprA U SupprC
T day khép ngdn 0 -+ A — B — C — 0 ta dan dén day khép dai
oo = Bxty(M/IM, A) — BExt'y(M/IM, B) — Exts(M/IM,C) — ...

Két hop két qua ctia Nhan xét va gid thiét ta c6 duge diéu phai ching
minh. ]

Hé qua 4.2.4. Cho dong cau f : A — B ctia cic R-modun (I, M)-cominimaxz.
Néu mot trong cac R-modun Kerf, Imf va Cokerf la R-modun (I, M)-cominimaz

thi hai modun con lai cing la R-modun (I, M)-cominimaz.

Nhu chiing ta da biét trong vanh dia phuong (R, m) néu 7' 1a mot R-modun
httu han sinh v6i SupppT C {m}, khi d6 T la R-modun Artin. Bay gio tac gia

nghién cttu tinh chat nay trong truong hop 7' 13 minimax.

Bb dé 4.2.5. Cho vanh dia phuong (R,m) va T la R-modun minimaz sao cho
SupppT C {m}. Khi do T la R-modun Artin.

Chaing minh. Gia st rang K 13 R-modun hitu han sinh ctia T sao cho T/K 1a
Artin. Theo gia thiét, SupppK C SupprT C {m}. Do d6, T ciing la R-modun
Artin. ]

Ménh dé 4.2.6. Cho vanh dia phuong (R, m) va N la R-modun (m, M)-cominima.
Khi do Homg(M, N) la Artin.

Chitng minh. Theo gid thiét, Homp(M/mM, N) 13 minimax. Hon ntta, ¢6 mot
déng cAu Homp(M/mM, N) = Homp(R/m, Homp(M, N)). Ap dung Bé dé [4.2.5
ta c6 dugc Homp(R/m,Homp(M, N)) la R -modun Artin. Hon nita, vi ching ta
¢6 Suppg(Hompg(M, N)) C SupppN C {m}. D6 d6, Hompg(M, N) la m-xodn. Theo
[37, Dinh 1y 1.3], ta két luan rang Homg(M, N) 1a R-modun Artin. O
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Dinh 1y 4.2.7. Cho N la R-moédun (I, M)-cominimaz. Khi do Assp(Hompg(M, N))
la hiu han.

Chatng minh. Ta c6 dang cau Homp(M/IM,N) = Hompg(R/I, Homp(M, N)). Két
hop v6i gia thiét ta c6 Homp(R/I, Homp(M, N)) 1a R-modun minimax. Theo
Nhan xét , Assp(Homp(R/I, Homp(M, N))) la hitu han. Hon nita, ta c6 két
qua Assp(Homp(R/I,Homgr(M, N))) = V(I) N Assg(Homp(M, N)). Vi SupprN C
V(1) va Suppg(Homp(M, N)) C SupppN. D6 d6, ta két luan rang Assg(Homp(M, N))
1a hitu han. ]

Dinh 1y 4.2.8. Cho t la s6 nguyén khong am. Cho M la R-modun hitu han
sinh va N la R-modun sao cho HY(N) la R-modun (I, M)-cominimaz vdi moi so
nguyén i < t. Khi do:

(i) Ext(M/IM, N) la minimaz vdi moi i < t;

(i) Gid st rang M la R-modun xa dnh va Exthy(M/IM, N) la minimaz. Khi dé:
Homp(R/I,HL(M, N)) la minimaz.

Ching minh. (i). Cho F = Homg(M/IM,—) va G = T'j(—) la ham tf tit pham tru
cac R -modun vao chinh né. N 1a R-modun, FG(N) = Homp(M/IM,T';(N)) =
Hompg(M/IM,N). Néu E la R-modun noi xa, khi dé theo ([I12, Menh dé 2.1.4])
ta c6 G(E) = I';7(E) 1a noi xa. Do dé: RIF(G(E)) = 0. Ap dung [52, Dinh 1y 10.47]

c6 su ton tai ctia day pho:
B = Exth,(M/IM, H{(N)) = Ext? (M /IM, N)

Cho n < ¢, ta ¢6 mot céi loc ® cac R-modun con clia H" = Exth, /(M/IM, N)
nhu sau
0=0o"'grco"g"C...Cd'H" C O'H" = H"
sao cho
Ei,nfi ~ (I)ZHn/q)Z+1H7L
bn—i o
v6i moi 0 <i <n (n=p+q). Theo gia thiét, F5? la minimax v6i moi s6 nguyén
p>0,q<0. Vi EX'"" la modun con ctia E5"', nén suy ra EZ'~" 1a minimax véi

moi 0 <4 <n. Vivay ®H" = H" = Extl,(M/IM, N) 1a minimax.
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(ii). Chiung ta sé dung phuong phap chiing minh quy nap theo t. Cho t = 0, ta

Pe

co
Homp(R/I, HY(M, N)) = Homg(R/I,Homg(M, N)) = Homp(M/IM, N)

Trong truong hop nay, két qua hoan toan ding theo gia thiét cho.

Ta xét truong hgp ¢t > 0 va diat N = N/T7(N). Khi d6 N 1a R-modun I-xoan-ti
do. Theo [12, Menh dé 2.1.7] ta ¢c6 Hi(N) = HL(N) v6i moi i > 0. Gia thiét noi
len rang HY(N) 1a R-modun (I, M)-cominimax v6i moi i < t. Tt day khdp ngan
0—T;(N)— N — N — 0 cho day khép dai

oo = Bxt'y(M/IM,T(N)) — Extiy(M/IM,N) — Extly(M/IM,N) — ...

Vi I';(N) la R-modun (I, M)-cominimax v Ext%(M/IM, N) la minimax, cho
nén theo day khép dai trén thi Ext%(M/[M, N) la minimax. Bay gio, ta dat
E = E(N) la bao noi xa cia N. Khi d6, day khép ngdn 0 = N — E — E/N — 0
cho ta két qud HY(E/N) = H/MY(N) véi moi i > 0 va Extly '(M/IM,E/N) =
Ext’%(M/IM,N). Nhitng dang cdu nay cho ta két luan ring Hi(E/N) 1a R -
modun (I, M)-cominimax v6i moi ¢ < t — 1 va Extﬁ{l(M/]M, E/N) la minimax.
Khi d6, theo gia thiét quy nap Homg(R/I, H:"'(M, E/N)) 1a minimax. Hon nita,
day khop ngén trén con cho ta dang cau Hi(M,E/N) = H(M,N) v6i moi
i > 0. Do do, ta c6 két qua 1a Homp(R/I, HY(M, N)) 1a minimax. Mat khéc, ti
day khép ngdn 0 — I'7(N) — N — N — 0 sé cho chung ta diay khép dai

oo = HY(M,T(N)) = H{(M,N) — Hy(M,N) — ...

Ap dung [64, BS dé 1.1] ta c6 két qua Hi(M,T(N)) =2 Exth(M,T;(N) v6i moi
i > 0. VI M la R-modun xa anh nén H{(M,T(N)) = 0 v6i moi ¢ > 0. Khi d6
HY{(M,N)= HY(M,N). Vay Homg(R/I, H.(M, N)) 12 minimax. O

Hé qua 4.2.9. Cho t la so nguyén khong am. Cho M la R-moédun za dnh
hitu han sinh va N la R-modun minimaz sao cho HY(N) la R-modun (I, M)-
cominimaz vdi moi s6 nguyén i < t. Khi dé Hompg(R/I, HL(M, N)) la minimaz

va Assgp(HY(M, N)) la hitu han.
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Chitng minh. Theo Dinh ly va Nhan xét |4.1.2} ta c6 Hompg(R/I, H(M, N))
la minimax va Assgp(Homp(R/I, HL(M, N))) la hitu han. Mat khac

Assp(Homp(R/I,HY(M,N))) = V(I) N Assgr(HE(M, N)).

Vi HY(M, N) 1a I-xodn nén Assg(H4(M, N)) C V(I).
Nén Assg(Hompg(R/I, HY(M, N))) = Assp(HL(M, N)) 1a hitu han. O

Hé qua 4.2.10. Cho t la s6 nguyén khong am va N la R-modun minimax
sao cho HY(N) la R-modun I-cominimaz vdi moi so6 nguyén i < t. Khi do

Hompg(R/I, HY(M,N)) la minimaz.

Dinh 1y 4.2.11. Cho M la R-moédun xa dnh hiu han sinh va N la R-modun. Néu
Hi{(M,N)) la R-modun I-cominimaz vdi moi i thi Extly(M/IM,N) la minimaz
V0T MOT 1.

Chiing minh. Bay gio ta sé chiing minh quy nap theo i. Khi i =0, ta c6

Homp(M/IM, N) = Homg(R/I, Homp(M, N)) = Homg(R/I, HY(M, N))

Vi HY(M,N) la R-modun I-cominimax nén Hompg(R/I, H)(M, N)) la minimax.
Do d6 Homp(M/IM,N) 1a minimax. Cho i > 0, ta xét day khép ngan

0—=T/(N)—=N-—=N-=0
tu day cho ta day khép dai
oo = Exths(M/IM,T(N)) = Exth(M/IM, N) — BExtl(M/IM,N) — ...

Vi M 1la R-médun xa anh htu han sinh, nén ta c6 Ext‘%(M/IM, ['7(N)) =
Ext}(R/I, Homg(M,T1(N))) 2 Extl,(R/I,Tr(M, N)) 1a minimax véi moi j > 0.
Chung ta can phai ching minh Ext}(M/IM,N) la minimax. Bay gio, ta dat
E = E(N) la bao noi xa ciia N. Khi d6, day khép ngdn 0 = N - E — E/N — 0
sé cho ta cac két qua saw: HJ(M,E/N) = H}™ (M, N) va Extl,(M/IM, E/N) =
Extr' (M/IM,N) v6i moi j > 0. Ap dung gia thiét va ching minh treén, ta c6
HY{(M,N) la R-modun I-cominimax véi moi i. Do d6 HY(M, E/N) la R-modun
I-cominimax véi moi i. Ap dung gid thiét quy nap ta c6 Extly '(M/IM,E/N) la
minimax va do d6 Ext’%(M/IM, N) la minimax. Vay ta két luan Ext’(M/IM, N)

la minimax véi moi 4. ]
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Hé qua 4.2.12. Cho N la R-modun sao cho Hi(N) la I-cominimaz vdi moi i.
Khi d6 Ext'y(R/I, N) la minimaz véi moi i.
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Chuong 5

Tap idéan nguyén to lién két, gan
két ctia déi dong dieu dia phuong

suy rong theo mot cap idéan

Chuong 5| trinh bay vé tap idéan nguyén t6 lien két, gan két clia cic modun doi
dong dieu dia phuong Hj ;(M) va Hy(M) duge nhém téc gia cong bo trong céc
bai bao [47, [62]. Trong d6 trinh bay ro vé tap idéan nguyén t6 lien két ctia doi
dong dicu dia phuong theo mot cap idéan, déi dong diéu dia phuong suy rong
theo mot cip idéan, cac mdi lién hé gitta ching. Chiing toi trinh bay mot s6 két
qua vé tinh hitu han tap cac idéan nguyeén to6 lién két clia cac doi dong dieu dia
phuong lien quan dén gia thiét ctia Grothendieck va nhiing van dé dat ra cua
Huneke. Trong [67] Grothendieck dua ra gid thiét: Cho bat ky idéan I clia vanh
R va bat ky R-modun hitu han sinh M, khi d6 Hompg(R/I, Hi(M)) 1a hitu han
sinh, v6i moi 7. Mot cau hoi dit ra cia Huneke [28]: Néu M 1a hitu han sinh,
khi do6 tap cac idéan nguyén to lien két ctia modun déi dong dieu dia phuong
HiY(M) c6 luon la hitu han? Ching t6i cling quan tam dén tinh hitu han cta tap
cac idéan nguyen to lién két clia cAc modun déi dong dieu dia phuong lien quan
mat thiét véi chuan téng thé dia phuong (local-global-principle) d6i véi chicu
hitu han ctia G. Faltings [22]. Mot diéu ma nhiéu hoc gid quan tam dén gia thiét
ctia Grothendieck trong [26] va cau héi ctia Huneke va hién chua c6 18i giai trong
truong hop tong quat bdéi dang c6 nhidu van dé mau thudn dude dua ra trong
129, [56].
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5.1 Tap idéan nguyén t6 lién két ctia d6i dong diéu

dia phuong theo mot cap idéan

Ching toi nghién citu vé tinh hitu han ctia tap Assg(Homp(R/a, H}J(M))) Trong
[18, 2.1], Mot R-modun M dugc goi la Lasker yéu néu tap hgp cac idéan nguyén
toi lien két ctia bat ky modun thuong ctia M 14 hitu han. Khi d6, tap cac idéan
nguyén t6 lién két ctia cac modun Lasker yéu la hitu han. Trong [40], 2.5], nhém
tac gid da ching minh rang Assg(Homp(R/I, H} ;(M))) 1a hitu han khi H} ;(M)
1a (I, J)-d6i hitu han yéu véi moi i < ¢t. Tu day, ching toi da nghién ctu duge
két qua c6 tinh tong quat hon nhu dinh 1y duéi day.

Dinh 1y 5.1.1. Cho M la R-modun va a € W(I,J). Cho t la s6 nguyén khong
am va k = 0 hogc k = 1. Néu Exti*(R/a, M) va Extlf "™ (R/a, H} ;(M)) la
Lasker yéu vdi i <t thy modun Exth(R/a, H}J(M)) ciing la Lasker yéu. Trong
truong hop ddac biét, tap Assp(Hompg(R/a, H}J(M))) la hitu han.

Chitng minh. Cho F(—) := Hompg(R/a,—) va G(—) := I'r j(—) la cac ham ti
tit tap cdc R-modun vao chinh né. Vi M/Ty ;(M) la (I, J)-xodn tu do nén né
la a-xodn tu do va R/a clng 1a a-xodn. Do d6 Hompg(R/a, M/T'; ;(M)) = 0.
T day khép ngdn 0 — Iy (M) — M — M/T; (M) — 0 ta tdc dong ham ti
Homp(R/a, —) 1én day khop ngén va duge Hompg(R/a,T'7 ;(M)) = Hompg(R/a, M).
Tu day ta duge FG(M) = Homp(R/a, M) véi moi R-modun M va G(E) la F-
acyclic phai v6i bat ky R-modun noi xa E. Theo [52], 10.47] ton tai mot day pho
Grothendieck

E}" = Exty(R/a, Hy ;(M)) :J> Ext),"(R/a, M).
vi EFFR00 1 thuong con clia E?Hk_i’i nen theo gid thiét L7413 Lasker
yéu v6i moi i < t va r > 2. Tt ddng cau ctia day pho

 k—t—2,2t+1 k.t k+t+2,—1
O_EtJr2 —>Et+2—>Et+2 =0

Ta ¢6 duge EF, = EML = .. = EX'. Bay gio, ton tai mot loc clia HPF =

t+2 t+3
Ext'T*(R/a, M) 1a

0= QIFFH itk C oithgith ¢ | C ot C @OHTE = [t
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sao cho
Eég-&-k—i ~ i itk /(I)i—i-l oL

voi moi i < t+ k. VI Extii*(R/a, ) Ia Lasker yéu nen EZ ™ ciing 1a Lasker
yéu véi moi i < t + k. Dac bieét, E 2 = EX' 1a Lasker yéu. Dé ching minh ring
EF' 13 Lasker yeu v6i moi 2 < r < t+ 2, chung ta sé dung phuong phap chiing

minh quy nap gidm dan theo r. Gia st ring £, 1a Lasker yéu va ching ta xét

7’+1
cac dong cau day pho

0—>Ekt Ek—i—rt 7’—1—1

Luu ¥ ring Kerd™ = E™! 1a Lasker yéu vd Imd}' 1a modun con ctia modun

7'+1
Lasker yéu EFT Do d6 EM' 1a Lasker yéu v6i moi 2 < r < ¢+ 2. Tt nhing
chiing minh trén, ta két luan Eg’t = Exth(R/a, H! (M)) la Lasker yéu. Dac biét

khi k = 0, Assp(Homp(R/a, H; ;(M))) 1a mot tap hitu han. O
Ching ta dan dén cac két qua tiép theo sau

Hé qua 5.1.2. Cho M la R-moédun Lasker yéu va t la s6 nguyén khong am. Néu
H}'J(M) la Lasker yéu vdi moi i < t thi Assg(Hompg(R/a, H?J(M))) la hitu han
vdi bat ky a € W(I,.J).

Chitng minh. Diéu nay dude suy ra tit gia thiét ring Ext}(R/a, Hi (M)) la
Lasker yéu v6i moi i < t,j > 0. Tt Dinh ly ching ta suy ra dugc diéu
phai chiing minh. ]

Ching ta nhéc lai rang R-modun K dugc goi 1a (I,.J)- déi hitu han yéu néu
Suppr(K) C W(I,J) va Exth(R/I, K) 1a Lasker yéu véi moi i > 0.

Hé qua 5.1.3. [{0, Dinh lyj 2.5] Cho M la R-modun Lasker yéu va t la mot so
nguyen khong am sao cho Hj ;(M) la (I,J)- doi hitu han yéu vdi moi i < t. Khi
do Homp(R/I, H} ;(M)) cing la Lasker yéu. Dac biét, Assg(Homp(R/I, Hf ;(M)))
la hiu han.

Ménh dé 5.1.4. Cho M la R-médun Lasker yéu, a € W(I,J) va t la mot s6
nguyén khong am sao cho Hj (M) la (I,J)-doi hitw han yéu vdi moi i <t va
Assp(Exth(R/a, Ht (M) la hitu han. Khi d6 Assg(Homp(R/a, HEY(M))) la hitu

han.
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Chitng minh. Tit day phd Grothendieck
E}" = Ext}y(R/a, H} ;(M)) = Ext} " (R/a, M)
J

Ta xét cac dong cau day pho

0,t+1
0,t+1 dr rt—r42
0— By B

v6i moi r > 2. Luu ¥ rang Ker(dgﬁgl) = E?f;l = EEJ’:ZI = ... = EYT vy pOttl
la dang cau v6i modun thuong cta Ext)y'(R/a, M). VI M la Lasker yéu nén ta
c6 Ker(alg;gr ") 1a Lasker yéu. Theo gia thiét, £L7*" 1a Lasker yéu va do d6 Efj:g’o
cling 13 Lasker yéu bdi vi Eﬁ%’o la thuong con ctia ES Y. Diéu nay dan dén
Eff; ! 1a Lasker yéu. Bay gig, ta dung phuong phap quy nap giam dan dé ching
minh riing E2! 1a Lasker yéu véi moi 3 < r < t+ 1. Trudc tién, tir cac dong ciu

0441 DT 41
0= By — By

va gia thiét cho, ta két luan rang Efﬁ’ ! 1a Lasker yéu. Bing cach giai thich tuong

tu, EY 14 Lasker yeu v6i moi 3 < r < t + 1. Dic biét, Eg’tH = Ker(dg’tH) va

Im(dy"™™") € E5" ¢6 hitu han cac idean nguyen t6 lien két. Do d6, tit dong cau

day pho
0 EQtH LT p2e
ta co Assg(Ey"™") = Assg(Homp(R/a, HTH(M))) 1a hitu han. O

Ménh dé 5.1.5. Cho M la R-modun va a € W(I,J). Cho t la s6 nguyén khong
am. Néu Extl(R/a, Hj ;(M)) la Lasker yéu vdi moi so nguyén i > 0,5 > 0 vdi
i+j <t th Ext(R/a, M) la Lasker yéu vdi moin < t.

Chitng minh. Ta dung day pho Grothendieck trong phan chitng minh ctia Dinh

1y B.1.1]

E}' = Extly(R/a, Hy ;(M)) ? Ext},” (R/a, M).
Khi d6 ton tai cai loc ® cia H" = Ext};(R/a, M)
o=o"tlgrcorgn c ... Cc ®'H" C d°H" = H

sao cho

E’i,n—’i ~ CbiHn/(I)’H-lH’n
(0. 9]
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i,n—1

v6i moi i < n < t. VI EX*" 1a thuong con clia E;"", theo gia thiét ta suy ra
ring E5' " 14 Lasker yéu v6i moi i < n. Luu y réing B = " H"™ la Lasker yéu.
Dé chitng minh ring ®*H" 1a Lasker yéu v6i moi sé6 nguyén khong am k < n
chiing ta can ding phuong phap quy nap giadm dan theo k. Gid sit rang ®*H"
13 Lasker yéu, n6 van ding cho truong hop ®*~1H" 1a Lasker yéu. Tit day khép

nay

0— @FH" — O 1H" — EETI R 0

cho ta két qua ®F~1H" 1a Lasker yéu va khi dé ta c6 thé két luan ring ®OH™ =
Ext(R/a, M) 1a Lasker yéu. O

Dinh 1y tiép theo cho ching ta mot két qua lién quan dén tinh hitu han cia
tap Assg(Hompg(R/I, H} ;(M))).

Dinh 1y 5.1.6. Cho M la R-modun Lasker yéu va t la so nguyén khong am théa
HE (M) la (I,J)-doi hitu han yéu vdi moi i < t. Khi d6 Homp(R/I, Ht ;(M))
cang la Lasker yéu. Dac biét, tap Assg(Homp(R/I,Ht (M))) la hitu han.

Chiing minh. Xét cac ham tit F' = Homg(R/I,—) va G =Ty j(—). R6 rang
FG = HOHIR(R/[,FLJ(—)) = HOIHR(R/[, —).

Néu E la R-modun noi xa thi G(E) la F-acyclic phai. Theo Dinh Iy ta c6
day pho Grothendieck

EYY = Exth(R/I, HY ;(M)) = Ext} (R/I, M).
’ p

Theo gid thiét E? 1a Lasker yéu v6i moi p > 0 va 0 < ¢ < t. Do d6 ER! ciing
la Lasker yéu bdi vi ER! 1a thuong con ctia EY. Tiép theo, ton tai loc @ la céac

modun con ciia H' = Exth(R/I, M)
0=o"'H CO'H C ... Cc o'H! C °H! = H?
théa méan
Fiii o @it /@it
v6i moi ¢ < t. Tt day khép ngan
0— ®'H' - H' - EX' -0
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suy ra B 1a Lasker yéu vi H' = Ext'y(R/I, M) 1a Lasker yéu.
Xét cac dong cau ciia day pho

_ _ d*k,tJrkfl dO,t _
E; ke tk—1 E}S,t E}l?t—&-l 3

Vi E/,c_k’t’Lk_1 =0 v6l moi k£ > 2 nén Kerdg’t = B% . va EMYIR — 0 vei moi

k+1 k
k>t+2 Suyra B, = E)Y, =...= B vado d6 )

1o 1a Lasker yéu. Tt cac

dong cau day phd

d% k+1t—k

0— Eo’t — Eo’t —_— Ek-+1

k+2 k+1

cho ta két qua ElSL 13 Lasker yéu v6i moi 1 < k < t.

Dic biet, Ey* = Homp(R/I, H: ;(M)) 1a Lasker yéu. O
Tit Dinh 1y [5.1.6] ta c6 mot He qua sau.

Hé qua 5.1.7. Cho M la R-modun Lasker yéu va t mot so nguyén khong
am. Néu H}'J(M) la Lasker yéu vdi moi i < t thi Homg(R/I, H}J(M)/N) ciing
la Lasker yéu, vdi N la R-modun con Lasker yéu ciia H}J(M). Dac biet, tap
Assp(Hompg(R/I, H}’J(M)/N)) la hiu han.

Chatng minh. Day khép ngan
0— N — Hj ;(M)— H} ;(M)/N =0
cam sinh day khép dai
.-+ = Homp(R/I, H} ;(M)) — Homp(R/I, Hj ;(M)/N) = Extgp(R/I,N) — -+ .

Theo B6 dé [2.1.2(ii), Exth(R/I, N) la mot R-modun Lasker yéu. Dinh ly
suy ra Hompg(R/I, H} ;(M)) ciing la Lasker yéu. Khi d6 Homg(R/I, H} ;(M)/N)
14 Lasker yéu. O

5.2 Tap idéan nguyén tb lién két ctia dbi dong diéu
dia phuong suy rong theo mot cap idéan
Meénh dé 5.2.1. Cho M la hitu han sinh va t la so nguyén khong am. Néu N la

Lasker yéu va Hi (M, N) la Lasker yéu vdi moii <t thi Homg(R/a, Ht (M, N))
la Lasker yéu vdi moi a € W(I,J).
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Chiing minh. Ching ta sé ching minh quy nap theo ¢. Khi ¢t =0, ta c6
Hompg(R/a, H} ;(M, N)) & Hompg(R/a, Homg(M,T7 ;(N))).

ViT; ;(N) C N nén ta c6 Homp(R/a, H) ;(M,N)) la Lasker yéu theo gi& thiét.
Cho t > 0 va N = N/T[ ;(N), ta ¢6 day khdp ngén

0—T7;(N)=>N—-N=0
cam sinh ra day khép dai
e Hy (LT () & Y (04,N) S Hy (M N) = -
Day khép dai nay cho chung ta day khép

0 —Imf — Hj ;(M,N) = Img — 0

0 Img — H} ,(M,N) B HEH (M, Ty (N)) — -

Béang cach 4p dung ham tit Homg(R/a, —) cho cac day khdp trén, ta thu dugce
cac day khép

0 — Hompg(R/a,Imf) — Homg(R/a, H} ;(M,N)) — Homg(R/a,Img) — - --

0 — Homp(R/a, Img) — Homp(R/a, H! ,(M, N)) — Homp(R/a, Tmh) — - - - |

Tu [40, 2.6] suy ra rang Hj ;(M,T7 5(N)) = Ext’%(M,T7 7(N)) v6i moi i > 0. Vi
N la mot R-modun Lasker yéu nén Hj ;(M, Ty ;(N)) la Lasker yéu v6i moi i > 0.
Suy ra Imf, Imh 1a Lasker yéu. Vi vay, viéc chtiing minh sé hoan thanh bang cach
chiing minh rang

Homp(R/a, H} ;(M,N)) la Laker yéu. Vi N is (I, J)-xoan-tu do nén N ciing
13 a-xoan-ty do. Khi d6 ¢6 mot phan tit N-chinh quy = € a. Tt day, diay khép
ngan

0—+N3N-=N/zN =0

cam sinh ra day khép dai sau
HENMUN) S HENM N 2N) B B J(MR) S H (M) -
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Theo gia thiét H} ;(M,N) la Lasker yéu v6i moi i < ¢, vi vay H: (M, N/zN) v6i
moi i < t — 1. T gi& thiét quy nap ta suy ra rang Homg(R/a, H} } (M, N/xN))
13 Lasker yéu. Day khép dai cdm sinh day khép sau
0 — Homp(R/a,Ima) — Homp(R/a, HY (M, N/xN)) —
— Homp(R/a,ImB) — ExtL(R/a,Ima) - - .

Vi Ima 13 Lasker yéu nén Homp(R/a,ImB3) cling 1a Lasker yéu. Bang cach ap

dung ham ti Homp(R/a, —) cho day khép sau

0 — ImB — Hj ;(M,N) = Hj ;(M,N)

ta dugc Homp(R/a,ImpB) = Hompg(R/a, H}’J(M, N)) va viéc chiing minh dugc két
thuac. ]

Trong [35} 2.4], néu M, N 1a cac R-modun hitu han sinh sao cho Suppz(H: (M, N))
la hitu han v6i moi i < ¢, khi dé Assp(H4(M, N)) la hitu han. Bay gio, ta s¢ mé
rong tinh chat nay trong trusng hop N la Lasker yéu va Hi (M, N) c6 gia hitu

han vé6i moi 7 < ¢.

Dinh 1y 5.2.2. Cho M la R-modun hau han sinh va N la R-modun tuy 1j. Cho t
la mot so nguyén khong am sao cho SuppR(H%J(M, N)) la htu han véi moii < t.
Khi do

(i) Suppg(HL(M, N)) la hitu han vdi moii <t va a € W(I,J).

(ii) Néu N la Lasker yéu thi Assp(HL(M,N)) la hiu han vdi moi a € W(I, J).
Dac biet, Assp(HE(M, N)) la tap hau han.

Ching minh. (i) Cho F =T4(—) va G = I'y j(M,—) 1a cac ham tit tit pham tru

cac R-modun vao chinh né. Do do, ta co

FG(N) =T4(T1,7(M,N)) = To(T'7 ;(Homp(M, N)))
= Do(Homp(M, N)) = To(M, N).

Néu E 1a mot R-modun noi xa, khi do I'7 ;7(E) cing la R-modun noi xa. Do do6

R'F(G(E)) = R'To(T; (M, E)) 2 R'Tq(Homg(M,T'; ;(E))) =0
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v6i moi i > 0. Theo [52, 10.47] ton tai mot diy pho Grothendieck
EYY = HY(H] ;(M,N)) = Hy (M, N).
’ p

Tt gid thiét ta suy ra rang Suppg(E5?) 1a hitu han véi moi ¢ < ¢,p > 0. Diéu nay
dan dén Suppg(E%?) 13 hitu han véi moi ¢ < t,p > 0, vi ER! 14 mot thuong con

cua EP?. Cho n < t, ¢c6 mot loc ® cadc modun con cia H® = H*(M,N
2 a
0=o"MH"Co"H" C...C d'H" C ®°H" = H!(M, N)

sao cho
Ei,n—i ~ q)iHn/q)i-‘rlHn
b= o
v6i moi i < n. Béng cach quy nap gidm dan theo i, ta két luan rang Suppp(®'H")
la httu han véi moi ¢ < n. Dac biét, Suppr(H7 (M, N)) la hitu han.
(ii) Ta xét dong cau clia day pho

+1

T VI I N W /S S|
0=F ’ -— FE E S =0.

= Lo tt2 7 Lypo =
Suy ra E?j:Q = EfjfB =...= Eggt. Khi d6 sé ton tai mot loc ® cac moédun con ciia
t_ ot
Ht = H(M, N)

o=t co'gtc...co'a cd'H' = H(M,N)

sao cho

Eég_i ~ q)th/q)i-l—lHt

v6i moi i < t. Bang cach quy nap gidm dan theo 4, ta két luan Suppg(®'H?) 1a
hitu han v6i moi 0 < i < t. Day khép ngan

0— ®'H - d°Ht - E% 0
suy ra
Assp(HL(M, N)) C Assp(®'H') U Assp(EY!) = Assp(®'H') U Assp(E},).

Vi vay, ta chiing minh rang AssR(E?fQ) la httu han. Bay gio, ta sé ching minh
riing Assgp(EC') 1a hitu han bing cach quy nap theo r, v6i 2 < r <t + 2.
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Khi r = 2, Ta c6 két qua

AssR(Eg’t) = ASSR(Fa(H?J(M? N)))
= Assp(Hompg(R/a, Fa(HRJ(Ma N))))
— Assp(Homp(R/a, H}_ (M, N))).

T gid thiét ta suy ra rang H: (M, N) la Lasker yéu véi moi i < t. Do do,
Homp(R/a, H: ;(M, N)) la Lasker yéu v6i moi a € W(I,J) theo Ménh dé [5.2.1|
Dac biet, Assp(Homp(R/a, H ;(M,N))) la hitu han. Gid sit ring Assp(£") 1a

hitu han, ta sé ching minh AssR(Egil) 1a hitu han. Ching ta sé xem xét dong
cau ctia day phd sau

rt+r—1

- 0,
—rt+r—1 dr 0t dv rit—r+1
0=FE, — B — B, .

Vi Egﬁl = Kerd? C EY', theo gia thiét quy nap ta suy ra ring AssR(ES;fl) 1a

hitu han. Do do, Ass R(E&fg) 12 hitu han va viéc chitng minh da két thic. ]

Hé qua 5.2.3. Cho M, N la hai R-médun hu han sinh va t la mot s6 nguyén
khong am. Gid si rang HY ;(M,N) la artin vdi moii < t. Khi dé Assg(HL (M, N))
la hiw han vdi moi a € W(I,J). Ddc biét, Assp(HY(M, N)) la tap hitw han.

Dinh 1y sau sé cho ching ta biét cau héi: Khi nao thi tap hop Assg(HY (M, N))

l1a hitu han?

Dinh 1y 5.2.4. Cho M la R-modun hitu han sinh, N la R-modun tuy 1 va t la

mot so nguyén khong am théa man dieu kién

(i) Assr(HY ;(N)) la mot tap hop hdu han;

(it) Extl (M, H} ;(N)) la Lasker yéu vdi moi i < t.
Khi do Assgp(H} (M, N)) la hitu han.

Chiing minh. Cho F = Hompg(M,—) va G = I'; j(—) la cac ham tu tu tap cac
R-modun vao chinh né. R6 rang ta c6 FG(N) = I'r y(M, N) v6i moi R-modun

N. Hon ntta, néu E la mot R-modun noi xa, khi d6 G(E) =Ty ;(E) cing la noi
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xa. Do d6 G(E) la F-khong tuan hoan phai. Theo [52, 10.47], ton tai day pho
Grothendieck
ESY = Exthy(M, H} ;(N)) = HY(M, N).
Khi d6 ¢6 mot loc @ clia cac modun con cta H' = HY (M, N)
o=otg cogCc...co'H = H
sao cho
E’i,t—i ~ @th/¢i+1Ht
A=
v6i moi i < t. Theo gia thiét Eé’t_i 1a Lasker yéu v6i moi 0 < i < ¢. Khi d6 B
13 Lasker yéu v6i moi 0 < i < ¢, vi E% " la thuong con clia E;’t_i. Suy ra rang
PrH! d-TH! . ®'H! 1A Lasker yéu. Day khép ngan sau
0— &' H - H - EY -0
cho ta két qua
ASSR(HZJ(M, N)) C Assp(®TH?) U Assp(E%D).

Luu ¥y ring E% 14 mot modun con clia Eg’t = Homp(M, H} ;(N)). Theo gia
thiét, Assg(Hompg(M, H ;(N))) = Suppg(M) N Assg(Ht ;(N)) 1a hitu han. Vi vay
Assp(E%Y) 1a hitu han va viee ching minh da két thac. O
Hé qua 5.2.5. Cho M la R-moédun hitu han sinh, N la R-modun tuy 3 va t la s6
nguyén khong am. Gid sit rang H: ,(N) la Lasker yéu vdi moi i <t va HY ;(N)
¢6 hitu han cdc idéan nguyén to lien két. Khi dé Assg(Ht ;(M,N)) la hitu han.

Bay gid ta sé xem xét moi lien he tinh hitu han cla gia ctia Exth (M, N) va
gia ctia H: (M, N).
Dinh ly 5.2.6. Cho M la R-modun hitu han sinh, N la mot R-modun tuy 3 va

t la mot s6 nguyén khong am sao cho Suppg(Exts(M, N)) la hidu han vdi moi
i <t. Khi do:

(i) Suppg(Hj ;(M,N)) la hitw han vdi moi i < t.

(ii) Néu Assp(Exthy(M,N)) N W(I,J) la hitu han th Assp(H} (M, N)) la hitu

han.
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Chitng minh. Cho F = T'; j(—) va G = Hompg(M, —) la cac ham ti tu tap cac
R-modun vao chinh né. Ta ¢6 FG = Ty j(Homg(M,—)) = Ty ;(M,—). Néu E la
R-modun noi xa thi I'y j(£) cing R-modun noi xa. Cho F, 1a mot phép giai tu
do ctua M
Foe: - - - Fh >N —Fy—M-—0.
Béng cach ap dung ham ttt Hompg(—, 7 s(E)) cho day khdp trén, ta nhan dugce
day khép
0 — Hompg(M,T'; ;(E)) — Homp(Fy,T'1,s(E)) — Homp(F1,T'1 5(E)) — - -

Vi M la hitu han sinh, khi d6 day khép c6 thé dugce viét lai

0— PLJ(HOHIR(M, E)) — F[,J(HomR(FO,E)) — FLJ(HOHIR(Fl,E)) — e

Luu ¥ rang Homp(F,, F) 1a mot phép giadi noi xa ciia Homp(M, E). Khi d6
R'F(G(E)) = Hi ;,(Homg(M, E)) = 0 v6i moi i > 0. Ap dung [52, 10.47], ton tai
mot day phd Grothendieck

ESY = HY J(Ext}(M, N)) = HY'Y(M, N).
(i) Cho n < t, ton tai mot cai loc ® cdc modun con ctia H" = H ,(M, N)
0=0¢"H'grco"H"C...C d'H" C ®"H" = H"

sao cho
B & O T

v6i moi i < n. Theo gid thiét Suppp(EL?) 1a hitu han v6i moi p > 0,¢ < t. VI ER! 1a
thuong con cta E5? nén ta c¢6 Suppg(E£%?) 1a httu han v6i moi p > 0, ¢ < ¢. Tuong
tu, Suppg(®*H™) la hitu han véi moi 0 < i < n. Déc biét, Suppr(Hj ;(M,N)) la
httu han.

(ii) Theo cach giai thich tuong ty, ta c6 Suppr(®'H?) 1a hitu han véi moi
0 < <t Tit day khop ngan 0 — @'H! — H} ;(M,N) — Exf — 0 ta ¢6 dugc két
qua

AssR(H?J(M, N)) C Assp(®TH?) U Assp(E%).

Luu ¥ ring £ 1a médun con ciia Ey' = Ty j(Exth(M, N)). Theo [58, 1.10], ta
co AssR(Eg’t) = Assg(BExth (M, N)) n W(I,J) la hitu han. Tt nhitng chitng minh
trén ta suy ra ring Assp(Es) 1a hitu han va diéu nay da két thac viec ching
minh. O
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5.3 Tap idéan nguyén t6 gan két ctia dbéi dong diéu
dia phuong suy réng bac 16n nhat theo mot cap
idéan

Muc nay ching to6i da hieén thyc hoa lai két qua dat duge trong [47]. Trong

trudng hop (R,m) la vanh dia phuong, ching ta duge ching minh béi [40),

3.1] la HV'Y(M,N) 1a Artin, v6i p = pdM < oo vi d = dim N < oo. Do dé,

modun H?(M,N) ¢6 mot biéu dién thit cip. Bay gis ta sé trinh bay vé tap
Attgr(HV' (M, N)) thong qua dinh ly dudi day

Dinh 1y 5.3.1. Cho (R,m) la vanh dia phuong va M, N la cac R-modun hiu
han sinh vdi p = pdM < oo va d = dim N < oco. Khi do AttR(H}’f,d(M, N)) =
Attp(HPYY(M, N/JN)) va

Attp(HY ' (M, N)) = {p € Assp(N/JN) | ed(I, M, R/p) = p + d}.
Dé chitng minh Dinh 1y chiing ta can ching minh cac két qua sau:

B6 dé 5.3.2. Cho M,N la cdc R-modun hitu han sinh va t la mot s6 nguyén
khong am. Néu Ht ;(M,R/p) = 0 vdi moi p € Suppr(N) thi Ht ,(M,N) = 0.

Chiing minh. Vi N 1a R-modun hitu han sinh, nén ton tai day cidc modun con
cua N

0=NgC N CNC...CN.=N
sao cho N;/N;_1 = R/p; v6i mot s6 p; € Suppp(N). Day khép ngan
0—>NZ’_1—>NZ‘—>R/]JZ‘—>O

cho day khép HY (M, N;) = Ht (M, N;_1) v6i 1 < i < k theo gia thiét. Do d6
H (M, N) = H! (M, Np) = 0. 0

Tit day ching ta c6 mot hé qua cia B dé [5.3.2|

Hé qua 5.3.3. Cho M, N la cdc R-modun hitu han sinh va t la mot s6 nguyén
khong am. Gid si rang Ht (M, R/p) = 0 vdi moi p € Suppr(N) va L la mot
R-modun hdu han sinh sao cho Suppr(L) C Suppgr(N). Khi do H: ,(M,L) = 0.
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Bo6 dé 5.3.4. Cho M, N la cic modun hitu han sinh. Gid sit Extl (M, H; ;(N)) =0

vdi mot i > p hodc j > r. Khi do
HY' (M, N) = Extl, (M, Hf ;(N)).

Chiing minh. Cho G(-) = T’y j(—) va F(—) := Homp(M,—) 1a cdc ham ti tut
pham tru cac R-modun vao chinh né. Khi d6 FG(—) =17 (M, —) va F la ham
tit khép trai. Néu E 1a mot R-modun ndi xa thi

R'F(G(E)) = R'Hompg(M,T; (E)) =0

v6i moi i > 0, vi I'; j(E) 1a mot R-modun noi xa. Ap dung [52, 10.47] ton tai
mot day pho Grothendieck

E;J = Ext’ (M, Hf'J(N)) — H}"}j(M, N).
) 7 ’
Ta xét cac dong cau clia diy pho

EZ_IC’T—HC_l—)Eﬁ’r—}E£+k’r+1_k.

p—kr+k—1 _
E, =

Theo gia thiét, ta c6 Ey/ = 0 v6i moi i > p or j > r. Khi d6

Ez%’rﬂfk =0 v6i moi k > 2, vi vay

p,r _ P __ —_ LPT
EPT = EPT = . = BB

Viéc chitng minh sé két thuc bing cach ching minh réng E% = Hf:}T(M N).

That vay, ton tai mot cai loc ® ciia HPF" = H?JQT(M, N) sao cho

0= q)p+r+1Hp+r C (I)p—H“Hr—i-d C...C (I)al—l-r C (I)OHp—l—r _ Hf?r(M, N)

Egg?-f—r—i ~ CI)in+T/(I)i+1Hp+T’ 0<i<p+r.

Theo gia thiét trén, ta co E;’p+r_i = Exthy (M, Hﬁ’i}r—i(]\f)) = 0 v6i moi 7 # p. Do
do

ortl gprtr — rt2gptr — prtrlpgptr _

OPHPYT = QP HPTT = = @VHPTT = HYYT (M, N).
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Dan dén két qua
ER 2 &P HPHT JQPH P o YT (M, N).
Viéc chitng minh duge hoan thanh. O

Theo [14, 2.1], néu (R, m) 1a mot vanh dia phuong va N 1a hitu han sinh véi
d = dim N thi H¢ ;(N) 1a Artin. Mot két qua khac, H: ;(N) = 0 vol moi i > dim N
(58, 4.7 (1)]). Do d6, két qué sau day nhu la mot he qua ctia B6 dé|5.3.4]

Hé qua 5.3.5. ([40, 3.1]) Cho M,N la cic modun hiu han sinh trén vanh
dia phuong (R,m). Gid si rang p = pdM < oo va d = dim N < oo. Khi dé
HY (M, N) = Extly (M, H} ;(N)). Hon nita Hy (M, N) la Artin.

Can trén dang cla tat ca cac so nguyén ¢ théa man Hj (M, N) # 0, duge ky
hiéu béi ed(I, J, M, N), dugc goi 1 chiéu déi dong diéu ctia M, N tuong ting theo
cap idean (I,J)

cd(I,J, M,N) = sup{i | Hj ;(M,N) # 0}.

Néu N la hitu han sinh, mot sy két hop gitta Bo dé voi [58] 4.7] ta két luan
rang

cd(I,J, M, N) < min{pdM + dim N, pd M + dim N/JN + 1}.

Chiing ta ciing sé goi chiéu d6i dong diéu ctia N tuong ting theo mot cip idean

(I,J) va duge dinh nghia nhu trong([14])
cd(I,J,N) = sup{i | H} ;(N) # 0}.

Bo6 dé 5.3.6. Cho M,N,L la cic R-modun hiu han sinh sao cho pdM <
oo va Suppr(L) C Suppgr(N). Khi do cd(I,J,M,L) < cd(I,J,M,N). Hon nia
cd(I,J,M,N) = cd(I,.J, M, L) néu Suppg(N) = Suppg(L).

Chitng minh. Viéc chiing minh bd dé nay hoan toan tuong tit nhu da duge chitng
minh trong [5, Dinh 1y B]. ]

Bay gid ching ta bt dau ching minh Dinh 1y |5.3.1]
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Clving minh Dinh 1j[5.5.1 Ghi nhé ring Hi (M,N) = 0 voi moi i > p + d.
Néu HYSH (M N) = 0, thi cd(I,J,M,N) < p+d va Attp(HyY (M, N)) = 0.
Cho p € Assg(N/JN), khi d6 R/p 1a J-xoan. Theo két qué cta [40, 2.7 ta c6
Hj ;(M, R/p) = Hy(M, R/p) véimoii > 0. Vip € Suppg(N), taco cd(l, J, M, R/p) <
cd(1,J, M, N) < p+d theo He qua|5.3.3 va BS dé|5.3.6, Do d6 HYT(M, R/p) = 0
va khi d6

{p € Assgr(N/JN) | cd(I, M, R/p) =p+d} = 0.

Ching ta gia sit rang Hfi}d(M, N) # 0. Theo B6 dé [5.3.4] ta dugc két qua

Attp(HY (M, N)) = Attg(Exth, (M, Hf ;(N))).
Vi Exth, (M, —) 1a ham tt khép tréai hiep bién, nén ¢6 cac dang cau

Exthy (M, H{ ;(N)) & Exth,(M, R) @ H{ ;(N).
Theo két qué tir B6 dé [1.2.4(ii) ta c6

Attg(HY (M, N)) = Attp(HY ;(N)) N SuppExth, (M, R).
Ap dung [17, 2.1], ta dugc
Attgp(HYf ;(N)) = Attg(H{(N/JN)).

Tt day cho ta két qua

Attp(HY (M, N)) = Attg(H{(N/JN)) N SuppgExt? (M, R)
= Attp(Exth (M, R) @ H(N/JN))
= Attp(Exth (M, H}(N/JN))
= Attr(HV (M, N/JN)).

Chung ta cting biét theo [24], 2.3] ta c6
Attp(HY (M, N/JN)) = {p € Assp(N/JN) | cd(I, M, R/p) = p + d}.
Do dé, chiing ta két luan rang
Attg(HY (M, N)) = {p € Assp(N/JN) | cd(I, M, R/p) = p + d},
va viéc chiing minh dugc hoan thanh. O
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Meénh dé 5.3.7. Cho (R,m) la vanh dia phuong va M, N la cic R-modun hitu
han sinh vdi pdM = p < co va dim N = d < co. Gid st rang I + J la m-nguyén
s0 vi dim N = d > 0. Khi d6 HY'(M,N) = 0 hodc HYY(M,N) khong la modun
hiu han sinh.

Chitng mianh. Theo cach ching minh cta [40, 3.4] ta c6 H ;(M,N) = H!: (M, N)

v6i moi ¢ > 0. Hon nita

Attp(HD(M,N)) C Attp(HE ;(N))
C Attr(HZ(N)) (theo [15, 2.1])
= {p € Assp(N) | dim R/p = d}.

Vidim N =d >0, ta c6 Attg(H? (M, N)) Z {m}.
Néu H?(M,N) # 0 vi do d6 n6 hitu han sinh thi chiéu dai ctia né 1a hitu han.

Do d6 Attr(H2(M, N)) = {m}, diéu nay 1a hoan toan mau thuin, O

Meénh dé 5.3.8. Cho (R,m) la vanh dia phuwong va M,N la cic R-modun hiu
han sinh vdi pdM = p < co,dim N = d < oco. Cho I,I la cic idéan phan biét
cua R sao cho I C Iy. Khi do AttR(Hff?(M, N)) € AttR(Hf;?(M, N)).

Ching manh. Tu [I5, 2.5], s& ¢6 mot dong cau toan anh
H{ ;(N) = H} ;(N).

Biang cach ap dung ham tit khép phai Exth (M, —) cho dong cau trén, ta c6 mot
day khdp

Exth,(M, Hf ;(N)) — Exth,(M, H{, ;(N)) — 0.
Do dé, két qua dudc khang dinh bing céch 4p dung Hé qua va Bo de
T.2.4(i). O

Bo6 dé 5.3.9. Cho N la R-modun hiu han sinh va t la mot sé nguyén khong
am sao cho cd(I,J,N) <t. Khi dé H} ,(N/aN) = H% ,(N)/aH! (N). Truong hop
ddc biét, néu a € Suppg(N) th

H}J(N/aN) o H§7J(R/a) ®gr N.
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Chitng minh. Cho S = R/Anng(N), tit két qua ctia [58, 2.7] ta suy ra rang c6 mot
dang cau Hj ;(N) = Hjg ;¢(N) v6i moi i > 0. Vi véng cd(IS, JS, S) = cd(I, J, N),
do d6 Hjg ;4(S) = 0 v6i moi i > ¢ theo gid thiét. Tit day dan dén Hig ;4(N) =0
v6i moi S-moédun N va ¢ > t. Vi vay H}SJS(—) la mot ham t1t khép phai trén
tap cac S-modun. Bay gio ta co
Hj ;(N/aN) = Hig ;(N/aN)

> Hig 5(S ©s N/aN)
~ Hig ;5(S) @5 N/aN
> Hig y5(S) @5 (N @ R/a)
~ Hig 75(S ®s N) ®g R/a
>~ Hig ;5(N) ®r R/a
=~ Hj ;(N)®r R/a = Hj ;(N)/aHj ;(N).

Néu a € Suppg(N), thi R/a cing 13 mot S-modun. T chiing minh trén, ta c6
Hj ;(N/aN) = Hig ;5(S) ®@s (R/a®r N) = H} ;(R/a) ®g N,
va B6 dé da dude chiing minh. O

Bay gio ta két hop két qua cta [58, 4.5] v6i BS dé |5.3.9] ta c¢6 mot két qua

vé tinh Artin ctia cac modun déi dong diéu dia phuong suy rong.

Dinh ly 5.3.10. Cho (R,m) la vanh dia phuong va M, N la caic R-modun hitu
han sinh. Gid si rang I + J la m-nguyén so va p = pdM,t = dim N/JN. Khi dé
HYS (M, N)/JHYS (M, N) la Artin.

Chiing minh. Tt Bé dé [5.3.4] ta c6 HY (M, N) = Exth(M, H} ;(N)), boi vi
H ,(N) = 0 v6i moi i > ¢. Ké hop tinh khép phai cia ham ti Exth (M, —)

v6i Bé deé [5.3.9, ta dugc

HYS (M, N)/THY S (M, N) 2 Extly (M, H} ,(N)/JH] ;(N)).

Theo [14, 2.3], H} ;(N)/JH} ;(N) la Artin va ta c6 duge diéu phai chiing minh.
[
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Chuong 6
Két qua va ban luan

Noi dung ctia Luan an quan tam nghién citu cac tinh chat ctia déi dong dicu dia
phuong theo mot cap idéan va déi dong dieu dia phuong suy rong theo mot cip
ideéan nham nghién ctu cu thé mot sé tinh chat nhu: Tinh Artin, tinh Lasker
yeu, tinh hitu han, tinh minimax, va tap cac idéan nguyén to6 lien két, gan két
ctia ching. Nhitng két qua nay da dudce giii dang & cac tap chi trong danh muc
SCI, SCIE thuoc he théng danh muc ISI va nhitng tap chi khoa hoc ¢6 uy tin
trong nude. Két qua clia Luan an 1a su cu thé héa mot cach chi tiét noi dung
clia bai bao [45], 46, 47, [62] da dugce tac gia cong bd trong thoi gian qua. Sau
day, ching toi di liet ké mot cach c6 thit tir nhitng két qua quan trong dat dude

trong Luan an nhu sau:

1. Theo Ménh de [2.1.7 ta c6 Hj ;(M) la (1, J)-ddi Lasker yéu véi moi i < t.
Khi d6 Exth(R/I, M) 1a J-Lasker yéu véi moi i < t.

2. Néu Extp(R/I, M) la J- Lasker yéu thi Homp(R/I, H} ;(M)) la J- Lasker
yéu; néu Ext’™ (R/I, M) 1a mot R-modun J-Lasker yéu thi Extp(R/1, Hy ;(M))
la J-Lasker yéu; néu Exts" (R/I, M) va Ext;™(R/I, M) 1a J-Lasker yéu thi
Homp(R/I, H} 51 (M)) 1a J-Lasker yéu(Dinh Iy 2.1.9).

3. Dinh ly [2.1.10| cho rang néu Hj ;(M) la (I,J)-ddi Lasker yéu thi H} ;(M)
1a (I, J)-do6i Lasker yéu.

4. Tinh hitu han theo Dinh 1y [2.2.7} Exth(R/I, M) la Lasker yéu. Khi dé
Hj ;(M) ciing la (I, J)-d6i hitu han yéu (Dinh 1y [2.2.8).
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10.

11.

12.

13.

14.

15.

Taco H (M) 1a Artin. Khi d6 Suppg(H{ ;(M)) va Supp(H{ ;' (M) /JH] (M)

Ia hitu han (Dinh 1y [3.1.1)).

Theo Meénh dé (3.1.3) néu Hj ;(R/p) la mot Artin yéu thi Hj ;(M) la Artin
yéu va Ménh dé [3.1.5 cho rang Hj ;(M)/JH} ;(M) la Artin yéu,

Dinh ly [3.1.6} H}lJ(M)/JHﬁJ(M) 1a Artin yéu. Dinh 1y [3.1.8 chitng minh
ring: Hi(M) la Artin yéu; Exth(R/a, M) la Artin yéu. Menh dé [3.1.9;
Hj ;(M) 1a Artin yéu.

. Dinh 1y [3.2.1] cho ta két qua Hj /(M) = Hi (M) = H},(M).

Két qué vé tinh Artin, theo Dinh 1y 3.2.3/ 14 dim H? ;(M) < k néu va chi
néu dim H;(M) < k; néu Suppp(H: ;(M)) € Max(R) thi H{(M) la Artin;
H! (M) la Artin néu va chi néu Hi(M) la Artin.

Dinh 1y(3.2.6|cho rang H! ,(M,N) = H. (M,N) = H.(M,N) va H: ;(M,N)
la Artin.

Suppr(H: ;(M,N)) C Max(R) néu va chi néu Suppp(H:(M,N)) C Max(R)
va Hi ;(M,N) 1a Artin néu va chi néu H:(M,N) la Artin (theo Dinh ly

527).

Dinh 1y 4.1.9) Exth(R/a, N) 1a minimax; néu Extb(R/a, N) 14 minimax thi

Hompg(R/a, H: ;(N)) la minimax va Homg(R/a, H; ;(M,N)) la minimax.

Dinh 1y 4.2.8, Exté(M/IM,N) la minimax; Exth(M/IM,N) la minimax,
Homp(R/I,H!(M,N)) la minimax vd Homp(R/I, H{(M,N)) la minimax.
Dinh 1y |4.2.11| ¢6 dugc 1a Extlz(M/IM, N) 1a minimax.

Dinh 1y[5.1.1} Exth(R/a, H} ;(M)) Lasker yéu va Assp(Hompg(R/a, H} /(M)))
hitu han. Assp(Hompg(R/a, H} ;(M))) 1a hitu han vanéu H} ;(M) la (1, .J)-doi
hitu han yéu thi Homg(R/I, H} ;(M)) cling la Lasker yéu.

Ménh dé|[5.1.4} Assg(Ext%(R/a, H}J(M))) va Assp(Hompg(R/a, H?}l(M))) la
httu han.
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16.

17.

18.

19.

20.

Dinh 175

1.6, Homp(R/I, H} ;(M)) Lasker yéuva Assp(Homp(R/I, H} ,(M)))

httu han.

Meénh dé

5.2.1/ va Dinh 1y |5.2.2 khang dinh Homg(R/a, H} (M, N)) Lasker

yéu; Suppr(H{(M, N)) hitu han; Assp(HL (M, N)) va Assp(H4(M, N)) 1a mot
tap hgp hitu han.

ASSR(H;,J(M, N)) va SuppR(H}'J(M, N)) hitu han; néu Assp(Exth (M, N)) N
W (I,J) la hitu han thi ASSR(H}’J(M, N)) la hitu han (Dinh 1y 5.2.4) va Dinh

Iy [5.2.6)).

Theo Dinh 1y [5.3.1, Attg(H? (M, N)) = Attp(HVT(M, N/JIN)) va
Attp(HY (M, N)) = {p € Assp(N/JN) | ed(I, M, R/p) = p +d}.

Meénh dé

5.3.7, Hy (M, N) = 0 hodc HY (M, N) khong la modun hitu han

sinh. Ménh dé [5.3.8, Attp(H} (M, N)) C Attp(HY (M, N)). Tit day, Menh

dé [5.3.10

| =YY (M, N/ THP S (M, N) 1a Artin,

Nhitng két qua trinh bay trong luan an la nhiing thanh qua ban dau trong

qua trinh nghién cttu cac modun Hj (M), H} ;(M, N). Trong thdi gian t6i, ching

toi sé tiép tuc nghién citu cac van de sau day:

e Cac tinh chat ctia médun H} (M, N) lién quan dén moédun co-minimax.

e Chiung toi sé tiép tuc nghién citu vé cac modun I-fine, I-cofine modun va

cac modun do6i dong diéu dia phuong.

e Tim cac moi lien hé gitta tap idéan nguyen t6 lien két va tap cac idean

nguyen t6 gan két cia modun Hi (M, N).
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