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Lời cam đoan

Tôi xin cam đoan rằng: Các kết quả được trình bày trong luận án là của tôi

dưới sự hướng dẫn của nhóm tác giả hướng dẫn. Những kết quả được tôi trình

bày trong luận án này là những kết quả đã được gửi và được chấp nhận đăng ở

các tạp chí khoa học trong danh mục ISI như [47] và [62], tạp chí chuyên ngành

có uy tín trong nước như [46]. Tôi xin cam các kết quả được đưa vào luận án

viết chung với các tác giả khác đã được sự nhất trí của các thầy hướng dẫn và

các đồng tác giả, các thành viên trong nhóm nghiên cứu. Đây cũng là những kết

quả hoàn toàn mới và chưa từng được ai công bố trong bất kì công trình nghiên

cứu khoa học nào khác trong nước cũng như quốc tế.

Tác giả
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Lời cám ơn

Lời đầu tiên tôi xin chân thành cám ơn thầy PGS. TS. Trần Tuấn Nam, người

đã dành mọi tâm huyết để hướng dẫn, định hướng và chỉ bảo tôi trong suốt

quá trình làm học tập và nghiên cứu. Thầy đã dẫn dắt tôi trong suốt quá trình

học tập, nghiên cứu và giúp đưa ra những ý tưởng, định hướng cụ thể, phương

pháp giải quyết các vấn đề để tôi thực hiện. Thầy đã giúp tôi hình thành và

hoàn thiện kỹ năng nghiên cứu khoa học, kỹ năng làm việc nhóm và nhiều phẩm

chất, kỹ năng quan trọng khác của một người làm nghiên cứu khoa học. Thầy

đã dành nhiều thời gian để hướng dẫn tôi viết, chỉnh sửa và hoàn thiện các bài

báo khoa học, chuyên đề và học phần liên quan đến luận án này. Thầy đã đưa

tôi vào nhóm nghiên cứu và hỗ trợ cho tôi có điều kiện tham gia các hội nghị,

hội thảo, seminar để có cơ hội giao lưu, học hỏi kinh nghiệm từ các nhà khoa

học trong nước và quốc tế. Qua sự hướng dẫn của thầy, tôi đã học được tinh

thần làm việc nghiêm túc, trách nhiện trong nghiên cứu khoa học và nhiều phẩm

chất đạo đức quý báu của thầy.

Tôi cũng xin gửi lời cám ơn chân thành đến thầy TS. Nguyễn Viết Đông,

người đã hết lòng giúp tôi vượt qua mọi khó khăn trong quá trình học tập và

nghiên cứu khoa học. Thầy là tấm gương sáng, là nguồn động lực lớn lao giúp

tôi không ngừng nỗ lực học tập và rèn luyện. Thầy đã truyền dạy cho tôi sự

đam mê nghiên cứu khoa học, sự nhiệt huyết trong công tác giảng dạy và các

vấn đề khác trong cuộc sống. Sự tận tâm với nghề và tình yêu thương hết mực

với học trò của thầy đã dành cho tôi trong suốt chẳng đường nghiên cứu cũng

góp phần rất lớn giúp cho tôi đạt được những thành quả như ngày hôm nay.

Trong suốt thời gian học tập và nghiên cứu dưới sự chỉ bảo tận tình của quý

Thầy PGS. TS. Trần Tuấn Nam và TS. Nguyễn Viết Đông, luận án đã được tác
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giả trình bày một cách nghiêm túc, đầy đủ và chi tiết dựa trên những kết quả

đã được nghiên cứu và công bố.

Trường Đại học Khoa học Tự nhiên - Đại học Quốc gia Thành phố Hồ Chí

Minh là môi trường đã giúp tôi trưởng thành trên con đường nghiên cứu khoa

học từ năm 2014 đến nay, một lần nữa cho phép tôi được gửi lời cảm ơn sâu sắc

đến lãnh đạo nhà trường đã cho tôi rất nhiều cơ hội được học tập, rèn luyện và

nghiên cứu tại môi trường thân yêu này. Đặc biệt, tôi cũng xin chân thành gởi

lời cám ơn sâu sắc đến quý thầy cô Khoa Toán - Tin học và Phòng Sau đại học

của nhà trường.

Tôi cũng không quên gửi lời chân thành cám ơn đến Trường Đại học Sư

phạm Thành phố Hồ Chí Minh. Đây là nơi đã giúp tôi tích lũy kiến thức nền

tảng, hình thành nhân cách, kỹ năng nghiên cứu khoa học trong những lĩnh vực

chuyên môn mà tôi đã được nhà trường không ngừng bồi dưỡng qua các chương

trình đào tạo Đại học và Thạc sỹ.

Trong suốt quá trình nghiên cứu sinh, tôi rất vinh dự được sự tài trợ và cấp

học bổng của Bộ Giáo dục và Đào tạo. Học bổng đã giúp tôi có rất nhiều cơ hội

và điều kiện để chuyên tâm nghiên cứu, học tập. Từ những lí do đó, tôi xin cám

ơn Chương trình đào tạo Tiến sĩ theo "Đề án 911" của Bộ Giáo dục và Đào Tạo

và Chính phủ đã giúp những học viên chúng tôi hoàn thành mọi kết quả học

tập của mình.

Tôi cũng xin cám ơn các thành viên trong nhóm nghiên cứu, đặc biệt xin

được gửi lời cảm ơn chân thành và lời chúc tốt đẹp đến TS. Nguyễn Minh Trí,

người đã nhiệt tình hướng dẫn, góp ý, chỉnh sửa và đưa ra rất nhiều ý tưởng để

giúp tôi hoàn tất những kết quả vô cùng quan trọng của Luận án này.

Cuối cùng, tôi bày tỏ lòng cám ơn sâu sắc đến những người thân trong gia

đình tôi, những người đã tạo mọi điều kiện, khuyến khích và tạo mọi động lực

lớn lao để tôi có thể toàn tâm làm việc và nghiên cứu khoa học.
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Danh mục các kí hiệu

(R,m) : Vành địa phương với iđêan tối đại m

AssR(M) : Tập các iđêan nguyên tố liên kết của M

AttR(M) : Tập các iđêan nguyên tố gắn kết của M

cd(I,M) : Chiều đối đồng điều của M theo iđêan I

dim(M) : Chiều Krull của M

Hi
I(M) : Môđun đối đồng điều địa phương thứ i của M theo iđêan I

Hi
I(M,N) : Môđun đối đồng điều địa phương suy rộng thứ i của M,N

theo iđêan I

Hi
I,J(M) : Môđun đối đồng điều địa phương thứ i của M theo cặp iđêan

(I, J)

Hi
I,J(M,N) : Môđun đối đồng điều địa phương suy rộng thứ i của M,N

theo cặp iđêan (I, J)

pd(M) : Chiều xạ ảnh của M

Spec(R) : Tập các iđêan nguyên tố của vành R

SuppR(M) : Giá của môđun M

V (I) : Tập các iđêan nguyên tố chứa I

W (I, J) = {p ∈ Spec(R) | In ⊆ p + J với n� 1}

W̃ (I, J) = {a C R | In ⊆ a + J với n� 1}
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Mở đầu

Lý thuyết đối đồng điều địa phương được A. Grothendieck giới thiệu vào những

năm 1960 (xem [67]), đóng một vai trò quan trọng trong Đại số giao hoán và

Hình học đại số. Cho a là một iđêan của một vành Noether giao hoán R và

một R-môđun M. Khi đó hàm tử Γa từ phạm trù các R-môđun vào chính nó

được xác định bởi Γa(M) = {m ∈ M | anm = 0 với n đủ lớn}. Hàm tử dẫn xuất

phải thứ i của Γa kí hiệu là Hi
a và được gọi là hàm tử đối đồng điều địa phương

thứ i theo a. Với mỗi R-môđun M, ta có đẳng cấu Hi
a(M) ∼= lim−→

n

ExtiR(R/an,M).

Lý thuyết “Đối đồng điều địa phương” đã và đang được mở rộng theo nhiều

hướng khác nhau. Trong đó có sự ra đời của môđun đối đồng điều địa phương

suy rộng vào những năm 1970, khái niệm này đã được nhà toán học Herzog

giới thiệu trong [68] và hiện nay nó đang được nhiều nhà toán học trong và

ngoài nước nghiên cứu. Cho M,N là các R-môđun, khi đó môđun đối đồng

điều địa phương suy rộng thứ i của M,N theo iđêan a được xác định như sau

Hi
a(M,N) ∼= lim−→

n

ExtiR(M/anM,N). Một sự mở rộng khác được đưa ra vào năm

2009 trong [58] bởi Takahashi, Yoshino và Yoshizawa. Họ giới thiệu môđun đối

đồng điều địa phương theo một cặp iđêan và nghiên cứu các tính chất của chúng.

Đầu tiên, các tác giả định nghĩa môđun con (I, J)-xoắn của R-môđun M, kí hiệu

ΓI,J(M), như sau: ΓI,J(M) = {m ∈M | Inm ⊆ Jm với n� 1}. Khi đó ΓI,J là một

hàm tử hiệp biến, cộng tính và khớp trái từ phạm trù các R-môđun vào chính

nó. Hàm tử dẫn xuất phải thứ i của ΓI,J được kí hiệu là Hi
I,J và được gọi là hàm

tử đối đồng điều địa phương thứ i theo cặp iđêan (I, J). Môđun đối đồng điều

địa phương theo một cặp iđêan đã được nghiên cứu và trình bày trong [58, 1.13,

2.4, 2.6, 3.2] về tính chất Artin trong Phần 2 của [14] và [48]; tính hữu hạn sinh

được trình bày trong [50, 2.4 - 2.7]. Sau đó đã được Zamani đưa ra khái niệm
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môđun đối đồng điều địa phương suy rộng theo một cặp iđêan vào năm 2011,

trong [66]. Cho M,N là các R-môđun và I, J là các iđêan của vành Noether giao

hoán R. Khi đó môđun đối đồng điều địa phương suy rộng thứ i của M,N theo

cặp iđêan (I, J) được xác định như sau Hi
I,J(M,N) = Hi(HomR(M,ΓI,J(E•))) với

E• là một phép giải nội xạ của N. Vào năm 2014, trong [40] các tác giả Trần

Tuấn Nam, Nguyễn Minh Trí và Nguyễn Viết Đông đưa ra Định nghĩa: Cho

các R-môđun M và N, ta kí hiệu ΓI,J(M,N) là môđun được xác định như sau

ΓI,J(M,N) = ΓI,J(HomR(M,N)). Khi đó ΓI,J(M,−) là một hàm tử hiệp biến,

R-tuyến tính và khớp trái từ phạm trù các R-môđun vào chính nó. Các hàm tử

dẫn xuất phải thứ i của ΓI,J(M,−) kí hiệu là Hi
I,J(M,−) và được gọi là hàm tử

đối đồng điều địa phương suy rộng thứ i theo cặp iđêan (I, J). Với mỗi R-môđun

N, môđun Hi
I,J(M,N) được gọi là môđun đối đồng điều địa phương suy rộng

thứ i của M,N theo cặp iđêan (I, J). Ta thấy rằng, khi M hữu hạn sinh thì định

nghĩa của Zamani và định nghĩa trên là tương đương. Trong đó, chúng ta đặc

bệt ghi nhận những kết quả hết sức nổi bật về chủ để này đã được nhóm tác giả

T.T.Nam và N.M.Trí nghiên cứu mở rộng trong các bài báo thuộc danh mục ISI

đã được công bố [38, 39, 40, 41, 42, 43, 44] từ năm 2013 đến năm 2019.

Trong luận án, chúng tôi luôn giả sử vành R là vành Noether giao hoán có

đơn vị 1 6= 0 và a, I, J là các iđêan của R. Nội dung luận án gồm 5 chương, trong

đó các chương 2, 3, 4, 5 trình bày nội dụng chính của luận án.

Chương 1 giới thiệu lại các khái niệm, dãy phổ Grothendieck, các môđun đối

đồng điều địa phương theo một iđêan, theo một cặp iđêan và các tính chất liên

quan của chúng đã được công bố trong:[1, 12, 14, 17, 35, 38, 40, 41, 44, 50, 52,

58, 66, 67, 68, 69] để làm kiến thức cơ sở cho những phần trình bày tiếp theo.

Tính Lasker yếu, tính hữu hạn, đối hữu hạn và các kết quả khác cũng đã được

nghiên cứu và ta có thể nhắc đến những kết quả nghiên cứu của Divaani-Aazar và

Sazeedeh [21] năm 2004; Bahmanpour và Naghipour [7] năm 2008; Bahmanpour

và Naghipour [8] năm 2009; Azami và Naghipour [4] năm 2009; Tehranian và

Talemi [60] năm 2010; Zamani [65] năm 2011; Borna, Sahadi và Yassemi [9] năm

2011; Abbasi, Roshan-Shekalguorabi, Rasht [1] năm 2014; Bahmanpour [6] năm

2014; T. T. Nam và N. M. Tri [42] năm 2016; nhóm tác giả T.T.Nam, N.M.Trí

và N.T.Nam [62] và [46] trong năm 2019. Chương 2 nghiên cứu về các mối liên
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hệ giữa các đối đồng điều địa phương và tính Lasker yếu, tính đối Lasker yếu,

tính hữu hạn và tính đối hữu hạn. Những kết quả có được của chương này là

những kết quả mới của tác giả và nhóm nghiên cứu đã được đăng trong các bài

báo [46, 62]. Chúng tôi đã chứng minh rằng nếu M là một R-module I-Lasker

yếu và t là số nguyên không âm sao cho Hi
I(M) là I-Lasker yếu với mọi i < t,

khi đó tập các iđêan nguyên tố liên kết của Ht
I(M) là hữu hạn. Nếu t là số

nguyên không âm sao cho Extt+kR (R/a,M) và Extt+1+k−i
R (R/a, Hi

I,J(M)) là Lasker

yếu với mọi i < t, a ∈ W̃ (I, J) và k = 0 or 1, thì ExtkR(R/a, Ht
I,J(M)) Lasker yếu.

Nếu ExtiR(R/I,M) là J-Lasker yếu với mọi i ≥ 0 và n là số nguyên không âm

sao cho Hi
I,J(M) is (I, J)-đối Lasker yếu với mọi i 6= n, thì Hn

I,J(M) is (I, J)-đối

Lasker yếu. Nếu Hi
I,J(M) là (I, J)-đối Lasker yếu với mọi i < n và ExtnR(R/I,M)

là J-Lasker yếu thì HomR(R/I,Hn
I,J(M)) là J-Lasker yếu.

Chương 3, tác giả cụ thể hóa một phần các kết quả đạt được và chứng minh

làm rõ về tính Artin của các đối đồng điều địa phương theo một cặp iđêan, tính

Artin của đối đồng điều địa phương suy rộng theo một cặp iđêan. Chúng tôi đã

chứng minh rằng Hi
a(M) là Artin với mọi a ∈ W̃ (I, J) nếu M là hữu hạn sinh

và SuppR(Hi
I,J(M)) ⊆ Max(R). Hơn nữa, trên vành địa phương chúng ta có các

điều kiện tương đương về tính Artin của Hi
I,J(M) và Hi

a(M), khi a ∈ W̃ (I, J).

Chúng tôi cũng nói đến các môđun đối đồng điều bậc lớn nhất HdimM
I,J (M) khi M

Lasker yếu. Chúng tôi nhận được kết quả là SuppR(HdimM−1
I,J (M)/JHdimM−1

I,J (M))

là một tập hợp hữu hạn. Chúng tôi chứng minh rằng Hd
I,J(M)/JHd

I,J(M) là

Artin yếu nếu M R-môđun Lasker yếu với d = dimM. Hơn nữa, nếu (R,m)

là vành địa phương, thì Hd
I,J(M) là Artin hoặc SuppR(Hd

I,J(M)) là hữu hạn.

Một mối liên hệ giữa tính Artin yếu của Hi
I,J(M) và Hi

I(M) sẽ được chứng

minh. Một trong những kết quả chính ở đây là trên vành địa phương (R,m),

môđun Hi
I,J(M,N) là Artin với mọi i ≤ t nếu và chỉ nếu Hi

a(M,N) là Artin với

mọi i ≤ t và a ∈ W̃ (I, J). Trong đó, chúng tôi nghiên cứu về tính Artin của

Hi
I,J(M,N). Trước tiên chúng tôi nhận thấy nếu (R,m) là vành địa phương và

t là số nguyên không âm sao cho SuppR(Hi
I,J(M)) ⊆ {m} với mọi i ≤ t, khi đó

Hi
I,J(M) ∼= Hi

m,J(M) ∼= Hi
m(M) với mọi i ≤ t. Ngoài ra, chúng tôi chứng minh

đẳng cấu Hi
I,J(M,N) ∼= Hi

m,J(M,N) với điều kiện SuppR(Hi
I,J(M,N)) ⊆ {m}.

Trong trường hợp (R,m) là vành địa phương và N là môđun minimax sao cho
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SuppR(Hi
I,J(M,N)) ⊆ {m} Chúng tôi chứng minh rằng Hi

I,J(M,N) là Artin. Kết

quả quan trọng mà chúng tôi có được ở chương này là trên vành địa phương

(R,m), môđun Hi
I,J(M,N) là Artin với mọi i ≤ t nếu và chỉ nếu Hi

a(M,N) là

Artin với mọi i ≤ t và a ∈ W̃ (I, J). Nếu N là minimax, thì Hp+d
I,J (M,N) Artin.

Từ đây cho chúng ta đẳng cấu Hi
I,J(M,N) ∼= Hi

m,J(M,N) trong trường hợp

SuppR(Hi
I,J(M,N)) ⊆ {m}. Khi (R,m) là vành địa phương và N là minimax thỏa

mãn SuppR(Hi
I,J(M,N)) ⊆ {m} chúng tôi chứng minh được rằng Hi

I,J(M,N)

là Artin. Nếu (R,m) là vành địa phương và t là số nguyên không âm sao cho

SuppR(Hi
I,J(M)) ⊆ {m} với mọi i ≤ t, thì Hi

I,J(M) ∼= Hi
m,J(M) ∼= Hi

m(M) với mọi

i ≤ t. Kết quả cũng được chứng minh Hi
a(M) là Artin với mọi a ∈ W̃ (I, J) nếu

M là hữu hạn sinh và SuppR(Hi
I,J(M)) ⊆ Max(R).

Tính minimax của các môđun đã được Zöschinger giới thiệu trong [69] từ

những năm 1986 và đang nhận được sự quan tâm nghiên cứu của nhiều nhà

khoa học như: Azami và Naghipour [4] năm 2009; Aghapournahr và Melk-

ersson [2] năm 2010; Gu [23] năm 2013; nhóm tác giả T.T.Nam, N.M.Trí và

N.T.Nam [62] và [46] năm 2019; T.T.Nam, N.M.Trí và N.T.Nam [47] năm

2020. Trong đó, có nhiều kết quả quan trọng trình bày về tính minimax, I-

cominimax của các đối đồng điều địa phương. Mục đích của tác giả trong

Chương 4 là trình bày các kết quả về tính minimax, I-cominimax và những

kết quả mở rộng về tính (I,M)-cominimax của các đối đồng điều địa phương.

Cho M là R-môđun hữu hạn sinh, kết quả mà chúng tôi có được là nếu N

và Hi
I,J(N) là minimax với mọi i < t, khi đó HomR(R/a, Ht

I,J(M,N)) cũng

là minimax với mọi a ∈ W̃ (I, J). Chúng tôi cũng nghiên cứu về tính Artin

của Hi
I,J(M,N). Trong đó, nếu N là minimax thì Hp+d

I,J (M,N) là Artin, với

p = pdM và d = dimN. Phần này cũng chỉ ra rằng ExttR(M/IM,N) là mini-

max và Hi
I(N) là (I,M)-cominimax với mọi i < t, khi đó HomR(R/I,Ht

I(M,N))

là minimax. Cụ thể hơn, chúng tôi đã chứng minh rằng ExtiR(R/a, N) là mini-

max và trong trường hợp ExttR(R/a, N) là minimax thì HomR(R/a, Ht
I,J(N)) là

minimax, HomR(R/a, Ht
I,J(M,N)) cũng là minimax. Từ đây, HomR(K,Ht

I,J(N))

là môđun minimax và HomR(R/a, Ht
I,J(M,N)/K) cũng là minimax. Chúng tôi

có được kết quả ExtiR(M/IM,N) là minimax, ExttR(M/IM,N) là minimax và

khi đó HomR(R/I,Ht
I(M,N)) minimax. Nếu HomR(R/I,Ht

I(M,N)) là minimax
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và AssR(Ht
I(M,N)) là hữu hạn thì HomR(R/I,Ht

I(M,N)) là minimax, khi đó

ExtiR(M/IM,N) và ExtiR(R/I,N) là minimax.

Tập các iđêan nguyên tố liên kết, gắn kết của môđun là nội dung quan trọng

trong đại số giao hoán và hình học đại số khi chúng ta nghiên cứu về cấu trúc

của vành giao hoán của môđun đối đồng điều địa phương, nội dung này đã

được giới thiệu vào những năm 1968. Kết quả nghiên cứu về tập iđêan nguyên

tố liên kết có thể nhắc đến Grothendieck [67]; Faltings [22]; Brodmann [11];

Divaani-Aazar [17]; Katzman [29]; Singh và Swanson [55] năm 2004; Divaani-

AazarK và Mafi [20] năm 2006; Lorestani, Sahandi và Sharif [31] năm 2006;

Nguyen Van Hoang [27] năm 2008; Pham Hung Quy [51] năm 2010; nhóm tác

giả T.T.Nam và N.M.Trí [38, 39, 40, 41, 42, 43, 44] từ năm 2013 đến năm 2016.

Trong đó trình bày rõ về tập iđêan nguyên tố liên kết của đối đồng điều địa

phương theo một cặp iđêan, đối đồng điều địa phương suy rộng theo một cặp

iđêan, các mối liên hệ giữa chúng. Chương 5, chúng tôi nghiên cứu về tính

hữu hạn của tập các iđêan nguyên tố liên kết, gắn kết của đối đồng điều địa

phương suy rộng theo một cặp iđêan. Chúng tôi nhận thấy nếu t là số nguyên

không âm sao cho Extt+kR (R/a,M) và Extt+1+k−i
R (R/a, Hi

I,J(M)) là Lasker yếu

với mọi i < t, a ∈ W̃ (I, J) và k = 0 or 1 thì ExtkR(R/a, Ht
I,J(M)) là Lasker yếu.

Trường hợp đặc biệt, tập hợp AssR(HomR(R/a, Ht
I,J(M))) là hữu hạn. Ta có

được AssR(Hn
I,J(M)/JHn

I,J(M)) và AssR(Ht
I(M,N)) hữu hạn. Kết quả đạt được

AssR(HomR(R/a, Ht
I,J(M))), AssR(HomR(R/a, Ht

I,J(M))) là hữu hạn. Ta cũng có

được AssR(Ext2
R(R/a, Ht

I,J(M))), AssR(HomR(R/a, Ht+1
I,J (M))) là hữu hạn. Có thể

nhắc đến HomR(R/I,Ht
I,J(M)), HomR(R/a, Ht

I,J(M,N)), ExtkR(R/a, Ht
I,J(M)) và

hơn nữa HomR(R/I,Ht
I,J(M)/N) Lasker yếu. Trong một số trường hợp ta cũng

sẽ có được kết quả AssR(HomR(R/I,Ht
I,J(M))), AssR(Ht

a(M,N)) là hữu hạn.

AssR(Ht
a(M,N)), AssR(Ht

I(M,N)), AssR(Ht
I,J(M,N)) và AssR(Ht

I,J(M,N)) cũng

được chứng minh là hữu hạn. Tiếp theo ta có được SuppR(Hi
I,J(M,N)) là hữu hạn

và AssR(Ht
I,J(M,N)) hữu hạn trong một số trường hợp nào đó. Trong mục này,

chúng tôi nhắc đến tập các iđêan gắn kết của môđun đối đồng điều địa phương

suy rộng bậc cao nhất Hp+d
I,J (M,N) là Att(Hp+d

I,J (M,N)) = {p ∈ AssR(N/JN) |

cd(I,M,R/p) = p + d}. Chúng tôi chứng minh rằng nếu I + J là m-thứ cấp và

dimN = d > 0, khi đó Hp+d
I,J (M,N) = 0 hoặc Hp+d

I,J (M,N) không là hữu hạn sinh.
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Chương 1

Kiến thức cơ sở

Lý thuyết đối đồng điều địa phương được A. Grothendieck giới thiệu vào những

năm 1960 (xem [67]) và sự ra đời của môđun đối đồng điều địa phương suy rộng

đã được nhà toán học Herzog giới thiệu trong [68] năm 1970. Năm 2009 trong

[58] bởi Takahashi, Yoshino và Yoshizawa, nhóm các tác giả này đã giới thiệu

môđun đối đồng điều địa phương theo một cặp iđêan và nhiều kết quả liên quan.

Năm 2011, trong [66], Zamani đưa ra khái niệm môđun đối đồng điều địa phương

suy rộng theo một cặp iđêan. Năm 2014, trong [40] cũng đã đưa ra định nghĩa

khác về môđun đối đồng điều địa phương suy rộng theo một cặp iđêan, thực tế

cho thấy hai định nghĩa này là trùng nhau. Mục tiêu của Chương 1 là giới thiệu

lại các khái niệm, dãy phổ Grothendieck, các môđun đối đồng điều địa phương

theo một iđêan, theo một cặp iđêan và các tính chất liên quan.

1.1 Dãy phổ Grothendieck

Định nghĩa 1.1.1. Một dãy phổ là dãy (Er, dr)r≥1 của các môđun song phân bậc

vi phân sao cho: Er+1 = H•(Er, dr) = {Ep,qr }p,q∈Z với mọi r. Trong đó: dp,qr : Ep,qr →

Ep+r,q+1−r
r là các đồng cấu song cấp (r, 1− r) và Ep,qr+1 = Kerdp,qr /Imdp−r,q+r−1

r .

Định nghĩa 1.1.2. Dãy phổ (Er, dr)r≥1 hội tụ về môt môđun phân bậc Hn, kí

hiệu là

Ep,q2 ⇒
p
Hn,
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nếu có một lọc bị chặn (ΦpHn) nào đó của Hn sao cho

Ep,q∞
∼= ΦpHn/Φp+1Hn

với mọi n (ta nhắc lại rằng n = p+ q).

Cho 0 ≤ n = p+ q, có một cái lọc Φ của Hn sao cho

0 = Φn+1Hn ⊆ ΦnHn ⊆ . . . ⊆ Φ1Hn ⊆ Φ0Hn = Hn

Cho ta đẳng cấu các dãy phổ

Ei,n−i∞
∼= ΦiHn/Φi+1Hn, 0 ≤ i ≤ n.

Ý nghĩa của chỉ số p (được gọi là cấp lọc) trong kí hiệu Ep,q∞ ∼= ΦpHn/Φp+1Hn

nghĩa là đẳng cấu này liên quan đến khái niệm giới hạn Ep,q∞ , nó không đẳng cấu

với Ep,q∞ .

Định nghĩa 1.1.3. Cho B là phạm trù aben đủ xạ ảnh (hoặc đủ nội xạ) và

cho F : B → Ab là một hàm tử cộng tính và hiệp biến. Một vật B được gọi là

F−không tuần hoàn phải nếu (RpF )B = 0 với mọi p ≥ 1.

Ví dụ 1.1.4. Nếu F = HomR(A,−) thì mọi R-môđun nội xạ E đều là F -không

tuần hoàn phải vì ExtiR(A,E) = 0 với mọi i ≥ 1.

Có bốn dãy phổ Grothendieck liên quan đến các biến và các hàm tử: Hai dãy

phổ (đồng điều) góc phần tư thứ nhất và hai dãy phổ (đối đồng điều) góc phần

tư thứ ba. Dưới đây là dãy phổ Grothendieck mà chúng ta sẽ thường sử dụng

để chứng minh các kết quả liên quan đến các môđun đối đồng điều địa phương

ở các chương tiếp theo

Định lý 1.1.5 (Grothendieck). Cho A G→ B F→ C là các hàm tử hiệp biến cộng

tính trên các phạm trù aben đủ nội xạ A,B, C. Giả sử F là hàm tử khớp trái và

GE là F -không tuần hoàn phải với mọi vật nội xạ E trong A. Khi đó, với mỗi

vật A trong A, ta có một dãy phổ góc phần tư thứ nhất thỏa

Ep,q2 = (RpF )(RqG)A⇒
p
Rn(FG)A.
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1.2 Tập các iđêan nguyên tố liên kết và gắn kết

Định nghĩa 1.2.1. ([11]) Cho M là R-môđun và ta ký hiệu AssR(M) là tập các

iđêan liên kết của M , khi đó tập

AssR(M) = {p ∈ Spec(R) | (0 :R x) = p với x là một số phần tử nào đó thuộc M}

Hay nói cách khác, một iđêan nguyên tố p của R được gọi là iđêan nguyên

tố liên kết của M nếu p = AnnR(M).

Mệnh đề 1.2.2. ([11]) Cho M là R-môđun hữu hạn sinh, khi đó

(i) AssR(M) là hữu hạn

(ii) AssR(Γa(M) = AssR(M) ∩ V (a)

(iii) AssR(M/Γa(M) = AssR(M) \ V (a)

Để định nghĩa về iđêan nguyên tố gắn kết của một môđun, trước tiên ta nhắc

lại nội dung về phân tích sơ cấp được giới thiệu bởi I. G. Macdonald trong [36].

Một R-môđun M 6= 0 được gọi là thứ cấp nếu, cho bất kỳ x ∈ R, tích bởi x trên

M là một toàn ánh hoặc lũy linh. Khi đó
√

AnnR(M) là một iđêan nguyên tố

p và chúng ta nói rằng M is p-thứ cấp. Một biểu diễn thứ cấp của M là một sự

phân tích M thành tổng hữu hạn của các môđun thứ cấp. Nếu tồn tại một phân

tích như vậy, ta sẽ nóiM là phân tích được. Có thể thấy, một môđun không được

xem là phân tích được. Một sự phân tích thứ cấp của M M = M1 + . . .+Mk, với

Mi là pi-thứ cấp, được gọi là tối tiểu nếu các iđêan nguyên tố pi là phân biệt

và không có số hạng Mi là trùng lặp. Bất kỳ phân tích thứ cấp nào thì cũng có

thể đưa về một phân tích thứ cấp tối tiểu. Mọi phân tích thứ cấp của M đều có

thể chuyển thành một phân tích tối tiểu.

Định nghĩa 1.2.3. ([36]) Tập hợp {p1, . . . , pk} được gọi là tập các iđêan nguyên

tố gắn kết của M và ký hiệu bởi AttR(M).

Lưu ý rằng, môđun Artin là các môđun phân tích được ([36]). Trong [70],

Zöschinger đã đưa ra định nghĩa khác về tập các iđêan gắn kết. Cho M là một

R-môđun (không cần thiết phải được phân tích thứ cấp), một iđêan nguyên tố
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p của R được gọi là iđêan nguyên tố gắn kết của M nếu p = AnnR(M/T ) với T

là môđun con của M. Định nghĩa này thỏa mãn cho một iđêan nguyên tố gắn

kết nếu M được cho là có thể phân tích thứ cấp.

Bổ đề 1.2.4 (Xem [3]). Các phát biểu sau đây là đúng

(i) Nếu 0→ A→ B → C → 0 là dãy khớp của các R-môđun thì

AttRC ⊆ AttRB ⊆ AttRC ∪ AttRA.

(ii) nếu N là R-môđun hữu hạn sinh thì

AttR(M ⊗R N) = AttRM ∩ SuppRN

với mọi R-môđun M.

1.3 Đối đồng điều địa phương

Định nghĩa 1.3.1. Cho M là R-môđun. Tập

Γa(M) = {x ∈M | anx = 0 với n là một số tự nhiên nào đó}

=
⋃
n≥0

(0 :M an)

là R-môđun con của M.

Với mỗi R-đồng cấu f : M → N, ta có f(Γa(M)) ⊆ Γa(N) và do đó f cảm sinh

đồng cấu

Γa(f) : Γa(M)→ Γa(N)

là thu hẹp của f trên Γa(M).

Nếu f : M → N và g : N → P là các đồng cấu R-môđun thì Γa(g ◦ f) =

Γa(g) ◦ Γa(f) và Γa(1M ) = 1Γa(M). Hơn nữa, nếu f, g : M → N là các đồng cấu

R-môđun và r ∈ R thì Γa(f + g) = Γa(f) + Γa(g) và Γa(rf) = rΓa(f). Như vậy,

Γa(−) là một hàm tử hiệp biến, tuyến tính từ phạm trù các R-môđun vào chính

nó. Ta gọi Γa(−) là hàm tử a-xoắn.
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Định nghĩa 1.3.2. Với mỗi i ∈ N, hàm tử dẫn xuất phải thứ i của Γa(−) được

kí hiệu là Hi
a(−) và được gọi là hàm tử đối đồng điều địa phương thứ i theo iđêan

a.

Với mỗi R-môđun M, ta gọi Hi
a(M) là môđun đối đồng điều địa phương thứ

i của M theo iđêan a và Γa(M) là môđun con a-xoắn của M. Nếu Γa(M) = 0 thì

M được gọi là a-xoắn tự do. Nếu M = Γa(M) thì M được gọi là môđun a-xoắn.

Từ định nghĩa trên, ta có một số tính chất cơ bản của môđun đối đồng điều

địa phương.

Nhận xét 1.3.3. (i) Các môđun đối đồng điều địa phương Hi
a(M) có thể được

tính như sau: Đầu tiên, ta chọn một phép giải nội xạ (I•, d•) của M

0→M → I0 → I1 → . . . ,

với Ii là các R-môđun nội xạ. Sau đó, áp dụng hàm tử Γa(−) vào đối phức (I•, d•)

· · · → 0→ I0 → I1 → I2 → · · ·

ta được đối phức (Γa(I
•),Γa(d

•))

· · · → 0→ Γa(I
0)→ Γa(I

1)→ Γa(I
2)→ · · · .

Tiếp theo, ta lấy đối đồng điều thứ i của đối phức trên

Hi
a(M) = Hi(Γa(I

•),Γa(d
•)) = Ker(Γa(d

i))/Im(Γa(d
i−1)).

(ii) Vì hàm tử Γa(−) là một hàm tử hiệp biến và R-tuyến tính nên Hi
a(−) cũng

là một hàm tử hiệp biến và R-tuyến tính với mọi i ≥ 0.

(iii) Do Γa(−) là một hàm tử khớp trái nên Γa(−) tương đương tự nhiên với hàm

tử H0
a (−). Khi đó, ta có thể đồng nhất hai hàm tử này với nhau.

(iv) Cho một dãy khớp ngắn các R-môđun

0→ L
f→M

g→ N → 0.

Với mỗi số tự nhiên i, ta có một đồng cấu nối Hi
a(N)→ Hi+1

a (L) và các đồng cấu
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nối này tạo thành một dãy khớp dài

0→ H0
a (L)→ H0

a (M)→ H0
a (N)→

→ H1
a (L)→ H1

a (M)→ H1
a (N)→

→ · · · → Hi
a(L)→ Hi

a(M)→ Hi
a(N)→

→ Hi+1
a (L)→ · · · .

Ta thấy rằng Hi
a(M) là các R-môđun a-xoắn với mọi i ≥ 0. Hơn nữa, nếu M

là một R-môđun nội xạ thì Hi
a(M) = 0 với mọi i > 0.

Mệnh đề 1.3.4. Cho I, I ′ là các iđêan của R và M là một R-môđun. Nếu
√
I =
√
I ′ thì Hi

I(M) = Hi
I ′(M) với mọi i ≥ 0.

Định lý 1.3.5. Với mỗi R-môđun M và mỗi i ∈ N, ta có

Hi
I(M) ∼= lim−→

n

ExtiR(R/In,M).

Một tính chất quan trọng liên quan đến môđun nội xạ được dưới đây.

Mệnh đề 1.3.6. Cho R là vành Noether và E là một R-môđun nội xạ. Khi đó

ΓI(E) cũng là một R-môđun nội xạ.

Mệnh đề 1.3.7. Các hàm tử Hi
I(−) giao hoán với giới hạn thuận, tức là nếu

{Mλ}λ∈Λ là một hệ thuận các R-môđun thì ta có đẳng cấu

Hi
I(lim−→

λ

Mλ) ∼= lim−→
λ

Hi
I(Mλ)

với mọi i ≥ 0.

Đối với tính Artin của môđun đối đồng điều địa phương, ta có hai kết quả

quan trọng sau đây.

Định lý 1.3.8. Cho (R,m) là một vành địa phương và M là một R-môđun hữu

hạn sinh. Khi đó Hi
m(M) là Artin với mọi i ≥ 0.

Tiếp theo, ta có mối liên hệ giữa tính Artin của môđun đối đồng điều địa

phương và chiều Krull.

Định lý 1.3.9. Cho M là một R-môđun hữu hạn sinh với dim(M) = d. Khi đó

Hd
I (M) là Artin.
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1.4 Đối đồng điều địa phương theo một cặp iđêan

Định nghĩa 1.4.1. ([58]) Cho M là R-môđun và I, J là các iđêan của vành R.

Môđun con (I, J)-xoắn ΓI,J(M) của M được xác định bởi

ΓI,J(M) = {x ∈M | Inx ⊆ Jx với n� 1}.

Khi đó, ΓI,J là một hàm tử hiệp biến, R-tuyến tính và khớp trái từ phạm

trù các R-môđun vào chính nó. Với mỗi i ≥ 0, hàm tử dẫn xuất phải thứ i của

ΓI,J , kí hiệu Hi
I,J , được gọi là hàm tử đối đồng điều địa phương thứ i theo cặp

iđêan (I, J). Chú ý rằng, nếu J = 0 thì Hi
I,J trùng với hàm tử đối đồng điều địa

phương Hi
I của Grothendieck.

Nếu M = ΓI,J(M) thì M được gọi là (I, J)-xoắn. Nếu ΓI,J(M) = 0 thì ta nói

M là (I, J)-xoắn-tự do. Các điều kiện tương đương của môđun (I, J)-xoắn được

cho trong Bổ đề dưới đây.

Bổ đề 1.4.2. ([58, 1.7]) Cho M là một R-môđun. Các điều sau đây là tương

đương

(i) M là (I, J)-xoắn;

(ii) Min(M) ⊆ W (I, J);

(iii) SuppR(M) ⊆ W (I, J);

(iv) AssR(M) ⊆ W (I, J).

Các tính chất cơ bản dưới đây của môđun Hi
I,J(M) sẽ thường được sử dụng

trong luận án.

Bổ đề 1.4.3. ([58, 1.13]) Cho M là một R-môđun.

(i) Nếu M là (I, J)-xoắn thì Hi
I,J(M) = 0 với mọi i > 0.

(ii) Hi
I,J(ΓI,J(M)) = 0 với mọi i > 0.

(iii) M/ΓI,J(M) là (I, J)-xoắn-tự do.

(iv) Hi
I,J(M) ∼= Hi

I,J(M/ΓI,J(M)) với mọi i > 0.
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(v) Hi
I,J(M) là (I, J)-xoắn với mọi i ≥ 0.

Môđun Hi
I,J(M) có thể được tính thông qua giới hạn thuận của các môđun

đối đồng điều địa phương theo một iđêan mà ta sẽ thấy trong Định lí sau.

Định lý 1.4.4. ([58, 3.2]) Cho M là R-môđun. Khi đó

Hi
I,J(M) ∼= lim−→

a∈W̃ (I,J)

Hi
a(M)

với mọi i ≥ 0.

Các kết quả liên quan đến tính triệt tiêu, tính Artin của Hi
I,J(M) cũng là

những vấn đề quan trọng thường được nghiên cứu. Những kết quả đầu tiên về

các tính chất này đã được trình bày trong [14, 58].

Dưới đây là những kết quả về tính Artin của môđun Hi
I,J(M).

Bổ đề 1.4.5. Cho M là R-môđun. Ta có các điều sau:

(i) ([14, 2.1]) Giả sử (R,m) là vành địa phương và M là một R-môđun hữu

hạn sinh với dim(M) = d. Khi đó Hd
I,J(M) là Artin.

(ii) ([14, 2.3]) Giả sử (R,m) là vành địa phương, M là một R-môđun hữu hạn

sinh với t = dim(M/JM). Khi đó Ht
I,J(M)/JHt

I,J(M) là Artin.

1.5 Đối đồng điều địa phương suy rộng theo một

cặp iđêan

Bắt đầu chúng tôi xin nhắc lại những nội dung được trình bày trong [71]

Định nghĩa 1.5.1. Cho I là iđêan của R và M,N là các R-môđun. Khi đó

Hi
I(M,N) = lim−→

n

ExtiR(M/InM,N)

được gọi là môđun đối đồng điều địa phương suy rộng thứ i của M,N theo iđêan

I.

Mệnh đề 1.5.2. Cho M là R-môđun hữu hạn sinh, N là R-môđun bất kì. Khi

đó ΓI(Hom(M,N)) = H0
I (M,N) = Hom(M,ΓI(N)).
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Mệnh đề 1.5.3. Cho M là R-môđun hữu hạn sinh, N là R-môđun I-xoắn. Khi

đó Hi
I(M,N) ∼= ExtiR(M,N) với mọi i ≥ 0.

Dưới đây, chúng ta sẽ tổng hợp lại một số kết quả liên quan đến tính triệt

tiêu và không triệt tiêu của môđun Hi
I(M,N).

Mệnh đề 1.5.4. Cho M,N là các R-môđun hữu hạn sinh với pd(M) <∞.

(i) ([57, 3.7]) Nếu dim(N) <∞ thì Hi
I(M,N) = 0 với mọi i > pd(M)+dim(M⊗R

N).

(ii) ([57, 2.5]) Hi
I(M,N) = 0 với mọi i > pd(M) + ara(I), trong đó ara(I) là hạng

số học của I và được tính bằng số phần tử sinh nhỏ nhất của một iđêan

có căn bằng căn I.

(iii) ([16, 3.1]) Hi
I(M,N) = 0 với mọi i > dim(R).

(iv) ([57, 2.3]) Nếu (R,m) là một vành địa phương và t = depth(N) thì Ht
m(M,N) 6=

0 và Hi
m(M,N) = 0 với mọi i < t.

Dưới đây là các kết quả liên quan đến tính Artin của môđun đối đồng điều

địa phương suy rộng theo một iđêan.

Mệnh đề 1.5.5. Cho M,N là các R-môđun hữu hạn sinh và pd(M) <∞.

(i) ([17, 2.2]) Nếu (R,m) là vành địa phương thì Hi
m(M,N) là Artin với mọi

i ≥ 0.

(ii) ([35, 2.9]) Nếu dim(N) <∞ thì Hpd(M)+dim(N)
I (M,N) là Artin.

(iii) ([38, 2.6]) Nếu N là Artin (không nhất thiết hữu hạn sinh) thì Hi
I(M,N) là

Artin với mọi i ≥ 0.

(iv) ([16, 5.4]) Hdim(R)
I (M,N) là Artin.

Trước tiên chúng tôi nhắc lại định nghĩa của nhóm tác giả T.T.Nam,N.M.Tri

và N.V.Dong về môđun đối đồng điều địa phương suy rộng thứ i theo một cặp

iđêan
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Định nghĩa 1.5.6. ([40]) Cho các R-môđun M và N, ta kí hiệu ΓI,J(M,N) là

môđun được xác định như sau

ΓI,J(M,N) = ΓI,J(HomR(M,N)).

Trong trường hợp đặc biệt nếu M = R thì ΓI,J(R,N) ∼= ΓI,J(N) chính là

môđun con (I, J)-xoắn của N. Chú ý rằng một phần tử f ∈ ΓI,J(M,N) nếu và

chỉ nếu có một số nguyên dương n > 0 đủ lớn sao cho Inf(x) ⊆ Jf(x) với mọi

x ∈M .

Với mỗi R-môđunM , ta có ΓI,J(M,−) là hàm tử hiệp biến, khớp trái, R-tuyến

tính từ phạm trù các R-môđun vào chính nó.

Ta kí hiệu Hi
I,J(M,−) là hàm tử dẫn xuất phải thứ i của hàm tử ΓI,J(M,−)

và gọi là hàm tử đối đồng điều địa phương suy rộng thứ i theo cặp iđêan (I, J).

Trong [66], Zamani đã đưa ra định nghĩa môđun đối đồng điều địa phương

suy rộng Hi
I,J(M,N) như sau

Hi
I,J(M,N) = Hi(HomR(M,ΓI,J(E•)))

với E• là một phép giải nội xạ của R-môđun N. Từ Mệnh đề 1.5.7, ta thấy định

nghĩa trên trùng với Định nghĩa của Zamani khi M là một R-môđun hữu hạn

sinh.

Trên đây là hai định nghĩa của hai nhóm tác giả khác nhau, vào những thời

điểm khác nhau nhưng thực tế là trùng nhau.

Mệnh đề 1.5.7. Cho M là R-môđun hữu hạn sinh và N là R-môđun. Khi đó

ΓI,J(M,N) = HomR(M,ΓI,J(N)).

Một kết quả liên quan đến tập các iđêan nguyên tố liên kết của ΓI,J(M,N)

được suy ra từ Mệnh đề 1.5.7. Mệnh đề tiếp theo là một sự mở rộng của [58,

1.4].

Mệnh đề 1.5.8. ([40, 2.1]) Cho M là R-môđun hữu hạn sinh và N là R-môđun

tùy ý. Cho I, I
′
, J, J

′
là các iđêan của R. Khi đó

(i) ΓI,J(ΓI ′ ,J ′ (M,N)) = ΓI ′ ,J ′ (ΓI,J(M,N)).
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(ii) Nếu I ⊆ I ′ thì ΓI,J(M,N) ⊇ ΓI ′,J(M,N).

(iii) Nếu J ⊆ J ′ thì ΓI,J(M,N) ⊆ ΓI,J ′(M,N).

(iv) ΓI,J(ΓI ′ ,J(M,N)) = ΓI+I ′ ,J(M,N).

(v) ΓI,J(ΓI,J ′ (M,N)) = ΓI,JJ ′(M,N) = ΓI,J∩J ′ (M,N). Hơn nữa, Hi
I,JJ ′(M,N) =

Hi
I,J∩J ′(M,N) với mọi i.

(vi) Nếu J
′ ⊆ J thì ΓI+J ′ ,J(M,N) = ΓI,J(M,N). Hơn nữa, ΓI+J,J(M,N) =

ΓI,J(M,N) và Hi
I+J,J(M,N) = Hi

I,J(M,N) với mọi i.

(vii) Nếu
√
I =
√
I
′ thì Hi

I,J(M,N) = Hi
I ′ ,J

(M,N) với mọi i. Đặc biệt, Hi
I,J(M,N) =

Hi√
I,J

(M,N) với mọi i.

(viii) Nếu
√
J =
√
J
′ thì Hi

I,J(M,N) = Hi
I,J ′

(M,N) với mọi i.

Ta đã biết rằng Hi
I(M,N) ∼= ExtiR(M,N) khi N là R-môđun I-xoắn. Mệnh đề

tiếp theo là một kết quả tương tự trong trường hợp N là (I, J)-xoắn.

Mệnh đề 1.5.9. ([40, 1.1]) Cho N là R-môđun (I, J)-xoắn. Khi đó Hi
I,J(M,N) ∼=

ExtiR(M,N) với mọi i ≥ 0.

Mệnh đề 1.5.10. ([40, 1.2]) Nếu N là R-môđun J-xoắn thì Hi
I,J(M,N) ∼=

Hi
I(M,N) với mọi i ≥ 0.
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Chương 2

Môđun Lasker yếu và đối đồng điều

địa phương theo một cặp iđêan

Chương 2 nghiên cứu về các mối liên hệ giữa các đối đồng điều địa phương và

một số tính chất của các môđun đối đồng điều địa phương như: Tính Lasker yếu,

tính đối Lasker yếu, tính hữu hạn, tính đối hữu hạn và tính hữu hạn yếu. Nội

dung có được của chương này là những kết quả mới của tác giả và nhóm nghiên

cứu đã được đăng trong các bài báo [46, 47, 62]. Trong mục này, chúng tôi giới

thiệu về các môđun (I, J)-đối Lasker yếu và nghiên cứu các tính chất liên quan

với các môđun đối đồng điều địa phương theo một cặp iđêan. Hơn nữa, chúng

tôi đã nghiên cứu về các tính chất của các môđun đối đồng điều địa phương có

giá chứa trong Max(R) và mối quan hệ về tính Artin yếu của các môđun Hi
I,J(M)

và Hi
I(M). Năm 2014, Abbasi, H. Roshan-Shekalguorabia và Rasht in [1] đã giới

thiệu về một lớp Serre mới của các R-môđun chứa lớp các môđun Lasker yếu

và lớp các R-môđun I-minimax. Chúng tôi đã định nghĩa M là một R-môđun I-

Lasker yếu nếu bất kỳ môđun con N củaM khi đó tập hợp AssR(ΓI(M/N)) là hữu

hạn, và đưa ra một số tính chất của các môđun I-Lasker yếu. Chúng tôi đã giới

thiệu về các môđun (I, J)-đối Lasker yếu. Một R-môđunM được gọi là R-module

(I, J)-đối Lasker yếu nếu SuppR(M) ⊆ W (I, J) và ExtiR(R/I,M) là J-Lasker yếu

với mọi i ≥ 0, khi W (I, J) = {p ∈ Spec(R) | In ⊆ p+J cho một số nguyên n ≥ 0}.

Mục đích của chúng tôi trong phần này là giới thiệu thêm về các môđun (I, J)-đối

Lasker yếu và nghiên cứu các tính chất liên quan của chúng đối với các môđun

đối đồng điều địa phương theo một cặp iđêan.
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2.1 Tính Lasker yếu của đối đồng điều địa phương

theo một cặp iđêan

Định nghĩa 2.1.1 ([18]). Một R-môđun M được gọi là Lasker yếu nếu tập các

iđêan nguyên tố liên kết của bất kì môđun thương nào của M đều hữu hạn.

Bổ đề 2.1.2. ([18, Mện đề 2.3])

(i) Cho 0 → L → M → N → 0 là một dãy khớp ngắn các R-môđun. Khi đó

M là Lasker yếu nếu và chỉ nếu L và N đều là Lasker yếu. Do đó môđun

thương cũng như tổng trực tiếp của hữu hạn các môđun Lasker yếu cũng là

Lasker yếu.

(ii) Cho M và N là các R-môđun. Nếu M là Lasker yếu và N hữu hạn sinh thì

ExtiR(N,M) và TorRi (N,M) đều là Lasker yếu với mọi i ≥ 0.

Định nghĩa 2.1.3. [1, 2.1] Một R-môđun M được gọi là J-Lasker yếu nếu

tập iđêan nguyên tố liên kết của các môđun con ΓJ(M/N) của bất kỳ môđun

thương M/N đều là hữu hạn; hay nếu cho bất kỳ môđun con N của M thì tập

AssR(ΓJ(M/N)) là hữu hạn.

Bổ đề 2.1.4. [1] Các điều khẳng định sau đây là đúng

(i) Lớp của các môđun J-Lasker yếu là đóng với việc lấy môđun con, thương và

mở rộng hay nó là một phạm trù con Serre của phạm trù các môđun. Đặc

biệt, bất kỳ tổng hữu hạn của các môđun J-Lasker yếu là J-Lasker yếu.

(ii) Cho M và N là các R-môđun. Nếu M là hữu hạn sinh và N là J-Lasker

yếu thì ExtiR(M,N) và TorRi (M,N) là các J-Lasker yếu với mọi i ≥ 0.

(iii) Nếu M là R-môđun J- Lasker yếu thì ΓJ(M) là Lasker yếu.

Định nghĩa 2.1.5. Một R-môđun M được gọi là (I, J)-đối Lasker yếu nếu

SuppR(M) ⊆ W (I, J) và ExtiR(R/I,M) là một J-Lasker yếu với mọi i ≥ 0.

Lớp các R-môđun (I, J)-đối Lasker yếu là lớn hơn lớp các R-môđun (I, J)-đối

hữu hạn.
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Mệnh đề 2.1.6. Cho 0→ L→ M → N → 0 là một dãy khớp ngắn. Nếu có hai

môđun là (I, J)-đối Lasker yếu thì môđun còn lại cũng vậy.

Chứng minh. Từ dãy khớp ngắn 0 → L → M → N → 0 cảm sinh ra dãy khớp

dài sau

· · · → ExtiR(R/I, L)→ ExtiR(R/I,M)→ ExtiR(R/I,N)→ · · · .

Lưu ý rằng SuppR(M) = SuppR(L)∪SuppR(N). Từ [1, 2.2], ta có điều phải chứng

minh.

Mệnh đề 2.1.7. Cho M là R-môđun và t là số nguyên không âm sao cho

Hi
I,J(M) là (I, J)-đối Lasker yếu với mọi i ≤ t. Khi đó ExtiR(R/I,M) là J-Lasker

yếu với mọi i ≤ t.

Chứng minh. Bằng cách chứng minh quy nạp theo t. Khi t = 0, vì H0
I,J(M) là

(I, J)-đối Lasker yếu nên HomR(R/I,H0
I,J(M)) là J-Lasker yếu. Trong trường hợp

này, kết luận hoàn toàn đúng từ đẳng cấu

HomR(R/I,H0
I,J(M)) ∼= HomR(R/I,M).

Cho t > 0, dãy khớp ngắn

0→ ΓI,J(M)→M →M/ΓI,J(M)→ 0

cảm sinh ra dãy khớp dài

· · ·ExtiR(R/I,ΓI,J(M))→ ExtiR(R/I,M)→ ExtiR(R/I,M/ΓI,J(M)) · · · .

Vì ΓI,J(M) là một (I, J)-đối Lasker yếu R-môđun nên ExtiR(R/I,ΓI,J(M)) là

J-Lasker yếu với mọi i ≥ 0. Việc chứng minh sẽ hoàn toàn đầy đủ bằng cách chỉ

ra ExtiR(R/I,M/ΓI,J(M)) là J-Lasker yếu với mọi i ≤ t. Lưu ý rằng Hi
I,J(M) ∼=

Hi
I,J(M/ΓI,J(M)) với mọi i > 0. Cho M = M/ΓI,J(M) và E là bao nội xạ của M

và L = E/M. Từ dãy khớp ngắn

0→M → E → L→ 0

tồn tại một đẳng cấu

Hi
I,J(L) ∼= Hi+1

I,J (M) and ExtiR(R/I, L) ∼= Exti+1
R (R/I,M)
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vơi mọi i ≥ 0. Theo giả thiết, Hi
I,J(L) là (I, J)-đối Lasker yếu với mọi i ≤ t − 1.

Từ giả thiết quy nạp ta suy ra ExtiR(R/I, L) là J-Lasker yếu với mọi i ≤ t − 1.

Từ đây cho ta kết quả ExtiR(R/I,M) là J-Lasker yếu với mọi i ≤ t.

Hệ quả 2.1.8. Cho M là R-môđun sao cho Hi
I,J(M) là (I, J)-đối Lasker yếu với

mọi i ≥ 0. Khi đó ExtiR(R/I,M) là J-Lasker yếu với mọi i ≥ 0.

Định lý 2.1.9. Cho M là R-môđun và n là số nguyên không âm sao cho Hi
I,J(M)

là (I, J)-đối Lasker yếu với mọi i < n. Khi đó:

(i) Nếu ExtnR(R/I,M) là J-Lasker yếu thì HomR(R/I,Hn
I,J(M)) là J-Lasker yếu.

(ii) Nếu Extn+1
R (R/I,M) là J-Lasker yếu thì Ext1

R(R/I,Hn
I,J(M)) là J-Lasker

yếu.

(iii) Giả sử rằng Extn+1
R (R/I,M) và Extn+2

R (R/I,M) là J-Lasker yếu. Khi đó

HomR(R/I,Hn+1
I,J (M)) là J-Lasker yếu nếu và chỉ nếu Ext2

R(R/I,Hn
I,J(M))

là J-Lasker yếu.

Chứng minh. Cho F = HomR(R/I,−) và G = ΓI,J(−) là các hàm tử từ phạm trù

các R-môđun vào chính nó. Khi đó FG(M) = HomR(R/I,M). Nếu E là R-môđun

nội xạ thì RiF (G(E)) = 0 với mọi i > 0. Theo [52, 10.47] ta có dãy phổ

Ep,q2 = ExtpR(R/I,Hq
I,J(M))⇒

p
Extp+qR (R/I,M).

Theo giả thiết, Ep,q2 là J-Lasker yếu với mọi p ≥ 0, q < n. Cho t là số nguyên

không âm, khi đó tồn tại lọc Φ các môđun con của Ht = ExttR(R/I,M)

0 = Φt+1Ht ⊆ ΦtHt ⊆ · · · ⊆ Φ1Ht ⊆ Φ0Ht = Ht

sao cho

Ei,t−i∞
∼= ΦiHt/Φi+1Ht

với mọi 0 ≤ i ≤ t.

(i) Vì Hn = ExtnR(R/I,M) là J-Lasker yếu nên Ei,n−i∞ là J-Lasker yếu với mọi

0 ≤ i ≤ n. Mặt khác, ta có

E0,n
∞ = E0,n

n+1 = Ker(E0,n
n → En,1n ).
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Vì En,1n là thương con của En,12 nên theo giả thiết En,1n là J-Lasker yếu. Từ

đây suy ra E0,n
n là J-Lasker yếu. Bằng cách giải thích tương tự, ta có thể kết

luận E0,n
n−1, E

0,n
n−2, . . . , E

0,n
2 là các môđun J-Lasker yếu. Trong trường hợp đặc biệt,

HomR(R/I,Hn
I,J(M)) = E0,n

2 là J-Lasker yếu.

(ii) Ta xét đồng cấu dãy phổ sau

0→ E1,n
r → E1+r,n−r+1

r

với mọi r ≥ 2. Ta thấy rằng E1,n
n+2 = E1,n

n+3 = . . . = E1,n
∞ và E1,n

∞ là thương con của

Extn+1
R (R/I,M). Theo giả thiết, E1,n

n+2 và Er+1,n−r+1
r là các J-Lasker yếu với mọi

r ≥ 2. Mặt khác, vì E1,n
r+1 = Ker(E1,n

r → Er+1,n−r+1
r ), suy ra E1,n

r là J-Lasker yếu

với mọi r ≥ 2.

(iii) Ta xét các đồng cấu dãy phổ sau

0→ E0,n+1
2

d0,n+1
2−→ E2,n

2

d2,n2−→ E4,n−1
2

và

0→ E2,n
r

d2,nr−→ Er+2,n−r+1
r

với mọi r ≥ 3. Lưu ý rằng E2,n
n+2 = E2,n

n+3 = . . . = E2,n
∞ ∼= Φ2Hn+2/Φ3Hn+2. Hơn

nữa, theo giả thiết Hn+2 = Extn+2
R (R/I,M) và Er+2,n−r+1

r là J-Lasker yếu với mọi

r ≥ 3. Suy ra E2,n
3 là J-Lasker yếu. Khi đó E2,n

2 là J-Lasker yếu nếu và chỉ nếu

Kerd2,n
2 là J-Lasker yếu. Vì E2,n

3 = Kerd2,n
2 /Imd0,n+1

2 , suy ra Kerd2,n
2 là J-Lasker

yếu nếu và chỉ nếu Imd0,n+1
2 là J- Lasker yếu nếu và chỉ nếu E0,n+1

2 là J-Lasker

yếu, và ta có điều phải chứng minh.

Chúng ta sẽ tìm các điều kiện sao cho môđun Hi
I,J(M) là (I, J)-đối Lasker

yếu với mọi i ≥ 0.

Định lý 2.1.10. Cho M là R-môđun sao cho ExtiR(R/I,M) là J-Lasker yếu với

mọi i ≥ 0. Nếu n là số nguyên không âm sao cho Hi
I,J(M) là (I, J)-đối Lasker

yếu với mọi i 6= n thì Hn
I,J(M) là (I, J)-đối Lasker yếu.

Chứng minh. Chúng ta sẽ chứng minh bằng quy nạp theo n. Khi n = 0 và

M = M/ΓI,J(M). Vì Hi
I,J(M) ∼= Hi

I,J(M) với mọi i > 0 và ΓI,J(M) = 0 nên từ giả
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thiết ta suy ra Hi
I,J(M) là (I, J)-đối Lasker yếu với mọi i ≥ 0. Theo Hệ quả 2.1.8,

ExtiR(R/I,M) là J- Lasker yếu với mọi i ≥ 0. Từ dãy khớp

· · ·ExtiR(R/I,ΓI,J(M))→ ExtiR(R/I,M)→ ExtiR(R/I,M) · · ·

theo giả thiết ta có ExtiR(R/I,H0
I,J(M)) là J-Lasker yếu với mọi i ≥ 0. Do đó

H0
I,J(M) là (I, J)-đối Lasker yếu.

Bây giờ cho n > 0 và điều khẳng định là đúng với mọi i < n. Cho E là bao

nội xạ của M và L = E/M. Từ dãy khớp ngắn

0→M → E → L→ 0

cho ta các đẳng cấu

Hi
I,J(L) ∼= Hi+1

I,J (M) và ExtiR(R/I, L) ∼= Exti+1
R (R/I,M)

với mọi i ≥ 0. Theo giả thiết, Hi
I,J(L) là (I, J)-đối Lasker yếu với mọi i 6= n − 1

và ExtiR(R/I, L) là J-Lasker yếu với mọi i ≥ 0. Từ giả thiết quy nạp ta suy ra

Hn−1
I,J (L) là (I, J)-đối Lasker yếu. Do đó Hn

I,J(M) là (I, J)-đối Lasker yếu và ta

có điều phải chứng minh.

Hệ quả 2.1.11. Cho M là R-môđun J-Lasker yếu và n là một số nguyên không

âm sao cho Hi
I,J(M) là (I, J)- đối Lasker yếu với mọi i < n. Giả sử rằng N là

một môđun con J- Lasker yếu của Hn
I,J(M) sao cho Ext1

R(R/I,N) là J-Lasker

yếu. Khi đó HomR(R/I,Hn
I,J(M)/N) là J-Lasker yếu.

Chứng minh. Từ dãy khớp ngắn

0→ N → Hn
I,J(M)→ Hn

I,J(M)/N → 0

cảm sinh ra dãy khớp

HomR(R/I,Hn
I,J(M))→ HomR(R/I,Hn

I,J(M)/N)→ Ext1
R(R/I,N).

Theo giả thiết và Định lý 2.1.9, ta suy ra HomR(R/I,Hn
I,J(M)/N) là J-Lasker

yếu và ta có điều phải chứng minh.
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2.2 Tính hữu hạn của đối đồng điều địa phương

theo một cặp iđêan

Định nghĩa 2.2.1 ([20]). Một R-môđun M được gọi là I-đối hữu hạn nếu

SuppR(M) ⊆ V (I) và ExtiR(R/I,M) là hữu hạn với mọi i ≥ 0.

Định nghĩa 2.2.2 ([20]). Một R-môđun M được gọi là I-đối hữu hạn yếu nếu

SuppR(M) ⊆ V (I) và ExtiR(R/I,M) là Lasker yếu với mọi i ≥ 0.

Ta thấy rằng các môđun I-đối hữu hạn đều là các môđun I-đối hữu hạn yếu.

Định nghĩa 2.2.3 ([60]). Một R-môđun M được gọi là (I, J)-đối hữu hạn nếu

SuppR(M) ⊆ W (I, J) và ExtiR(R/I,M) hữu hạn sinh với mọi i ≥ 0.

Định nghĩa tiếp theo là một sự mở rộng của các khái niệm môđun (I, J)-đối

hữu hạn và môđun I-đối hữu hạn yếu.

Định nghĩa 2.2.4. Một R-môđun M được gọi là (I, J)-đối hữu hạn yếu nếu

SuppR(M) ⊆ W (I, J) và ExtiR(R/I,M) là Lasker yếu với mọi i ≥ 0.

Từ Định nghĩa 2.2.4, ta có ngay hệ quả sau.

Hệ quả 2.2.5. (i) Mỗi môđun (I, J)-đối hữu hạn đều là (I, J)-đối hữu hạn

yếu.

(ii) Nếu SuppR(M) ⊆ W (I, J) và M là Lasker yếu thì M là (I, J)-đối hữu hạn

yếu.

(iii) Cho 0 → L → M → N → 0 là một dãy khớp ngắn các R-môđun và các

R-đồng cấu. Nếu hai trong ba môđun là (I, J)-đối hữu hạn yếu thì môđun

thứ ba cũng là (I, J)-đối hữu hạn yếu.

Chứng minh. (i) Giả sử M là R-môđun (I, J)-đối hữu hạn. Khi đó SuppR(M) ⊆

W (I, J) và ExtiR(R/I,M) hữu hạn sinh với mọi i ≥ 0. Do đó ExtiR(R/I,M) là

Lasker yếu với mọi i ≥ 0.

(ii) Theo Bổ đề 2.1.2(ii), ExtiR(R/I,M) là Lasker yếu với mọi i ≥ 0.
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(iii) Từ dãy khớp ngắn, ta có

SuppR(M) = SuppR(L) ∪ SuppR(N)

và một dãy khớp dài

· · · → ExtiR(R/I, L)→ ExtiR(R/I,M)→ ExtiR(R/I,N)→ · · · .

Khi đó áp dụng Định nghĩa 2.2.4 ta có được điều phải chứng minh.

Chú ý rằng các môđun hữu hạn sinh hay môđun có giá hữu hạn đều là các

môđun Lasker yếu. Lớp các R-môđun (I, J)-đối Lasker yếu là lớn hơn lớp các

R-môđun (I, J)- đối hữu hạn.

Hệ quả 2.2.6. Cho M là R-môđun hữu hạn sinh và t là số nguyên không âm.

Nếu Hi
I,J(M) là hữu hạn sinh hoặc SuppR(Hi

I,J(M)) là tập hữu hạn với mọi i < t

thì AssR(HomR(R/I,Ht
I,J(M))) là hữu hạn.

Định lý 2.2.7. Cho M là R-môđun và d là số nguyên không âm sao cho Hi
I,J(M)

là (I, J)-đối hữu hạn yếu với mọi i ≤ d. Khi đó ExtiR(R/I,M) là Lasker yếu với

mọi i ≤ d.

Chứng minh. Ta sẽ chứng minh quy nạp theo d. Khi d = 0, dãy khớp ngắn

0→ ΓI,J(M)→M →M/ΓI,J(M)→ 0

cảm sinh dãy khớp

0→ HomR(R/I,ΓI,J(M))→ HomR(R/I,M)→ HomR(R/I,M/ΓI,J(M)).

Vì M/ΓI,J(M) là R-môđun (I, J)-xoắn-tự do nên nó cũng là I-xoắn-tự do và do

đó HomR(R/I,M/ΓI,J(M)) = 0. Suy ra

HomR(R/I,M) ∼= HomR(R/I,ΓI,J(M)).

Như vậy HomR(R/I,M) là R-môđun Lasker yếu.

Giả sử d > 0. Ta có Hi
I,J(M) ∼= Hi

I,J(M/ΓI,J(M)) với mọi i > 0 theo Bổ đề

1.4.3(iv). Đặt M = M/ΓI,J(M) và E(M) là bao nội xạ của M. Từ dãy khớp ngắn

0→M → E(M)→ E(M)/M → 0

31



ta được các đẳng cấu

ExtiR(R/I,E(M)/M) ∼= Exti+1
R (R/I,M)

và

Hi
I,J(E(M)/M) ∼= Hi+1

I,J (M)

với i ≥ 0. Từ giả thiết suy ra Hi
I,J(E(M)/M) là (I, J)-đối hữu hạn yếu với mọi

i ≤ d − 1. Theo giả thiết quy nạp, ExtiR(R/I,E(M)/M) là Lasker yếu với mọi

i ≤ d − 1 và do đó ExtiR(R/I,M) cũng là Lasker yếu với mọi i ≤ d. Dãy khớp

ngắn

0→ ΓI,J(M)→M →M → 0

cảm sinh dãy khớp dài

· · · → ExtiR(R/I,ΓI,J(M))→ ExtiR(R/I,M)→ ExtiR(R/I,M)→ · · · .

Vì ΓI,J(M) là (I, J)-đối hữu hạn yếu nên ExtiR(R/I,ΓI,J(M)) là Lasker yếu với

mọi i ≥ 0. Cuối cùng, từ dãy khớp dài suy ra ExtiR(R/I,M) là Lasker yếu với

mọi i ≤ d.

Định lý 2.2.8. Cho M là R-môđun sao cho ExtiR(R/I,M) là Lasker yếu với mọi

i và t là một số nguyên không âm. Nếu Hi
I,J(M) là (I, J)-đối hữu hạn yếu với

mọi i 6= t thì Ht
I,J(M) cũng là (I, J)-đối hữu hạn yếu.

Chứng minh. Ta chứng minh quy nạp theo t. Khi t = 0, đặt M = M/ΓI,J(M),

dãy khớp ngắn

0→ ΓI,J(M)→M →M → 0

cảm sinh một dãy khớp dài

· · · → ExtiR(R/I,ΓI,J(M))→ ExtiR(R/I,M)→ ExtiR(R/I,M)→ · · · .

Ta có Hi
I,J(M) ∼= Hi

I,J(M) với mọi i > 0 và H0
I,J(M) = 0. Từ giả thiết, ta có

Hi
I,J(M) là (I, J)-đối hữu hạn yếu với mọi i ≥ 0. Áp dụng Định lý 2.2.7 ta suy

ra rằng ExtiR(R/I,M) là Lasker yếu với mọi i ≥ 0. Do đó, từ dãy khớp dài và

giả thiết cho ta ExtiR(R/I,ΓI,J(M)) là Lasker yếu. Như vậy H0
I,J(M) là (I, J)-đối

hữu hạn yếu.
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Khi t > 0. Dãy khớp ngắn

0→M → E(M)→ E(M)/M → 0

cho cảm sinh các đẳng cấu

ExtiR(R/I,E(M)/M) ∼= Exti+1
R (R/I,M)

và

Hi
I,J(E(M)/M) ∼= Hi+1

I,J (M)

với mọi i ≥ 0. Khi đó Hi
I,J(E(M)/M) là (I, J)-đối hữu hạn yếu với mọi i 6= t− 1.

Lưu ý rằng ExtiR(R/I,ΓI,J(M)) là Lasker yếu và do đó ExtiR(R/I,E(M)/M) là

Lasker yếu với mọi i ≥ 0. Theo giả thiết quy nạp, Ht−1
I,J (E(M)/M) là (I, J)-đối

hữu hạn yếu. Như vậy Ht
I,J(M) là (I, J)-đối hữu hạn yếu.

Kết hợp Bổ đề 2.1.2(ii) với Định lý 2.2.8, ta được hệ quả sau.

Hệ quả 2.2.9. Cho M là R-môđun Lasker yếu và t là số nguyên không âm. Nếu

Hi
I,J(M) là (I, J)-đối hữu hạn yếu với mọi i 6= t thì Ht

I,J(M) cũng là (I, J)-đối

hữu hạn yếu.

Hệ quả 2.2.10. Cho I là iđêan chính của R và M là R-môđun Lasker yếu. Khi

đó Hi
I,J(M) là (I, J)-đối hữu hạn yếu với mọi i ≥ 0.

Chứng minh. Từ [58, 4.11] suy ra rằng Hi
I,J(M) = 0 với mọi i > 1. Mặt khác,

H0
I,J(M) là một R-môđun Lasker yếu vì H0

I,J(M) là một môđun con của M. Điều

này cho thấy Hi
I,J(M) là (I, J)-đối hữu hạn yếu với mọi i 6= 1. Từ Định lý 2.2.8,

ta có điều phải chứng minh.
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Chương 3

Tính Artin và Artin yếu của môđun

đối đồng điều địa phương theo một

cặp iđêan

Tính chất Artin của các môđun đóng vai trò quan trọng khi nghiên cứu về cấu

trúc của vành giao hoán và được giới thiệu bởi các tác giả Emil Artin, Emmy

Noether và David Hilbert từ những năm 1890. Hiện nay, tính chất Artin của

các môđun là một trong những chủ đề được nhiều nhà khoa học quan tâm khi

nghiên cứu về các đối đồng điều địa phương trong lý thuyết vành giao hoán như:

Matsumura [33] năm 1890; Matsumura [34] năm 1986; Chu và Tang [13] năm

2007; Payrovi và Parsa [48] năm 2012; Tang [59] năm 2012; Gu [23] năm 2013.

Qua suốt quá trình nghiên cứu, tác giả và nhóm nghiên cứu gồm T.T.Nam,

N.M.Trí, N.T.Nam đã chứng minh thành công một số kết quả về tính Artin

của các đối đồng điều địa phương và đã được đăng trong các bài báo [62], [46]

năm 2019. Qua suốt quá trình nghiên cứu, tác giả và nhóm nghiên cứu gồm

T.T.Nam, N.M.Trí, N.T.Nam đã đăng một số kết quả về tính Artin trong các

bài báo [45, 47, 62]. Chương 3, tác giả cụ thể hóa các kết quả đạt được về tính

Artin của các đối đồng điều địa phương theo một cặp iđêan, đối đồng điều địa

phương suy rộng theo một cặp iđêan. Chúng tôi cũng có được một số kết quả về

tính Artin yếu của các môđun Hi
I,J(M). Đặc biệt, trong chương này chúng tôi

tập trung nghiên cứu về tính Artin yếu của đối đồng điều địa phương theo một

cặp iđêan và tính Artin của Hi
I,J(M,N).
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3.1 Tính Artin yếu của đối đồng điều địa phương

theo một cặp iđêan

Định lý sau sẽ cho ta một số kết quả liên quan về tính Artin của các môđun

đối đồng điều địa phương. Như chúng ta đã biết, nếu M là hữu hạn sinh với

dimM = d thì môđun Hd
I,J(M) là Artin. Trong phần này, chúng tôi mở rộng kết

quả này trong trường hợp khi M là Lasker yếu.

Định lý 3.1.1. Cho (R,m) là vành địa phương và M là R-môđun Lasker yếu

sao cho dimM = d <∞. Khi đó

(i) Nếu d > 1 thì Hd
I,J(M) là Artin.

(ii) Nếu d ≤ 1 thì SuppR(Hd
I,J(M)) là hữu hạn.

(iii) SuppR(Hd−1
I,J (M)/JHd−1

I,J (M)) là hữu hạn.

Chứng minh. (i) Theo kết quả của [7, 3.3], tồn tại một môđun con hữu hạn sinh

N của M sao cho SuppR(M/N) là tập hữu hạn và dim(M/N) ≤ 1. Từ dãy khớp

ngắn

0→ N →M →M/N → 0

cho chúng ta một dãy khớp dài sau

· · · → Hi
I,J(N)→ Hi

I,J(M)→ Hi
I,J(M/N)→ · · · .

Lưu ý rằng Hi
I,J(M/N) = 0 với mọi i > 1 và Hi

I,J(N) ∼= Hi
I,J(M) với mọi i > 2,

với N là môđun con hữu hạn sinh của M

Nếu dimM > 1 thì dimM = dimN = d. Vì Hd
I,J(N) là Artin nên Hd

I,J(M) là

Artin.

(ii) Bây giờ ta giả sử rằng dimM ≤ 1. Nếu d = 1, khi đó ta có một dãy khớp

ngắn

· · · → H1
I,J(N)→ H1

I,J(M)→ H1
I,J(M/N)→ 0.

Vì H1
I,J(N) là Artin và SuppR(M/N) là hữu hạn nên SuppR(H1

I,J(M)) là hữu hạn.

Nếu dimM = 0 thì từ dãy khớp ngắn

0→ H0
I,J(N)→ H0

I,J(M)→ H0
I,J(M/N)→ 0
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ta suy ra SuppR(H0
I,J(M)) là hữu hạn.

(iii) Ta xét dãy khớp dài

· · · → Hd−1
I,J (N)→ Hd−1

I,J (M)
α→ Hd−1

I,J (M/N)→ Hd
I,J(N)→ · · ·

Vì N là hữu hạn sinh và dimN ≤ d nên ta áp dụng [43, 2.13] để suy ra rằng

SuppR(Hd−1
I,J (N)/JHd−1

I,J (N)) là hữu hạn. Bằng cách áp dụng hàm tử R/J ⊗R −

lên dãy khớp

· · · → Hd−1
I,J (N)→ Hd−1

I,J (M)→ Imα→ 0

cho ta được một dãy khớp

Hd−1
I,J (N)/JHd−1

I,J (N)→ Hd−1
I,J (M)/JHd−1

I,J (M)→ Imα/JImα→ 0.

Trong đó SuppR(Hd−1
I,J (M/N)) là hữu hạn và SuppR(Imα) cũng vậy.

Vì vậy SuppR(Hd−1
I,J (M)/JHd−1

I,J (M)) là hữu hạn.

Chúng ta bắt đầu bằng cách nhắc lại định nghĩa về môđun Artin yếu trong

bài báo [25]. Một R-môđun M được gọi là Artin yếu nếu bao nội xạ của nó là

ER(M), có thể viết phân tích ra như sau ER(M) =
⊕n

i=1ER(R/mi)
µ0(mi;M), với

m1, . . . ,mn là iđêan tối đại của R. Từ [25, 2.3 (a)] ta suy ra rằng M là Artin yếu

nếu và chỉ nếu SuppR(M) chứa hữu hạn các iđêan tối đại. Tất cả các môđun

Artin đều là môđun Artin yếu. Phạm trù các Artin yếu là phạm trù con serre

của phạm trù các R-môđun. Chúng ta biết rằng M là Artin yếu nếu và chỉ nếu

M là Lasker yếu và SuppR(M) chứa các iđêan tối đại ([25, 2.3]).

Mệnh đề 3.1.2. Cho M là R-môđun Artin yếu. Khi đó Hi
I,J(M) là Artin yếu

với mọi i ≥ 0.

Chứng minh. Theo giả thiết, ta có dimM = 0 do đó Hi
I,J(M) = 0 với mọi i > 0.

Từ [25, 2.3 (c)] ta suy ra rằng H0
I,J(M) là Artin yếu, ta có điều phải chứng

minh.

Chúng ta biết rằng nếu (R,m) là vành địa phương và M là một R-môđun

hữu hạn sinh, khi đó Hi
m(M) là Artin với mọi i ≥ 0 (xem [12]). Lưu ý rằng, nếu

M là một R-môđun bất kỳ, khi đó Hi
m(M) là Artin yếu với mọi i ≥ 0.
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Mệnh đề 3.1.3. Cho M là R−môđun hữu hạn sinh và t là số nguyên không âm.

Giả sử rằng Hi
I,J(R/p) là một Artin yếu với mọi p ∈ SuppR(M) và i < t. Khi đó

Hi
I,J(M) là Artin yếu với mọi i < t.

Chứng minh. Vì M là hữu hạn sinh, khi đó có một lọc của các môđun con của

M

0 = M0 ⊆M1 ⊆ . . . ⊆Mn = M

sao cho Mj/Mj−1
∼= R/pj với một số pj ∈ SuppR(M). Dãy khớp ngắn

0→Mj−1 →Mj → R/pj → 0

cảm sinh ra dãy khớp dài

· · · → Hi
I,J(Mj−1)→ Hi

I,J(Mj)→ Hi
I,J(R/pj)→ · · · .

Bằng cách quy nạp trên j, ta kết luận rằng Hi
I,J(M) là Artin yếu với mọi i < t.

Một R-môđun M được gọi là I-tự do-xoắn nếu ΓI(M) = 0.

Bổ đề 3.1.4. Cho I là iđêan của R và M là R-môđun Lasker yếu. Khi đó M là

R-môđun I-tự do-xoắn nếu và chỉ nếu có một phần tử x ∈ I là M-chính quy.

Chứng minh. Cách chứng minh tương tự với [12, 2.1.1(ii)] và lưu ý rằng tập hợp

AssR(M) là hữu hạn.

Chúng ta biết rằng nếu (R,m) là vành địa phương và M là R-môđun hữu hạn

sinh, khi đó Hi
m(M) là Artin với mọi i ≥ 0 (xem [12]). Lưu ý rằng, nếu M là một

R-môđun bất kỳ, khi đó Hi
m(M) là Artin yếu với mọi i ≥ 0.

Mệnh đề 3.1.5. Cho (R,m) là vành địa phương và
√
I + J = m. Khi đó

Hi
I,J(M)/JHi

I,J(M) là Artin yếu với mọi i ≥ 0.

Chứng minh. Từ [58, 1.4] ta suy ra rằng Hi
I,J(M) ∼= Hi

m,J(M) với mọi i ≥ 0. Lưu

ý rằng SuppR(Hi
m,J(M)/JHi

m,J(M)) ⊆ {m} và theo [25, 2.3 (b)] ta có điều phải

chứng minh.
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Hajikarimi đã chứng minh rằng [25, 2.11] nếu M là R-môđun Lasker yếu có

chiều hữu hạn d, khi đó Hd
I (M) là Artin yếu. Chu và Wang trình bày trong [14,

2.1] rằng trong vành địa phương và M là hữu hạn sinh với dimM = d, khi đó

môđun Hd
I,J(M) là Artin. Bây giờ chúng ta đưa ra kết quả mở rộng trong trường

hợp M là Lasker yếu.

Định lý 3.1.6. Cho M là một R-môđun Lasker yếu sao cho dimM = d < ∞.

Khi đó Hd
I,J(M)/JHd

I,J(M) là Artin yếu.

Chứng minh. Chúng ta chứng minh bằng cách quy nạp theo d. Nếu d = 0, khi

đó AssR(M) ⊆ Max(R). Hơn nữa, AssR(M) là một tập hữu hạn vì M là Lasker

yếu. Theo [25, 2.3 (b)], M là Artin yếu và khi đó H0
I,J(M)/JH0

I,J(M) là Artin

yếu. Cho d > 0. Dãy khớp ngắn

0→ ΓJ(M)→M →M/ΓJ(M)→ 0

cảm sinh ra dãy khớp

Hd
I,J(ΓJ(M))→ Hd

I,J(M)→ Hd
I,J(M/ΓJ(M))→ 0.

Theo [58, 2.5], ta có Hd
I,J(ΓJ(M)) ∼= Hd

I (ΓJ(M)). Hơn nữa, ΓJ(M) là Lasker yếu

với dim ΓJ(M) ≤ d, do đó Hd
I (ΓJ(M)) là Artin yếu theo [25, 2.11].

ChoM = M/ΓJ(M), ta cần phải chứng minh rằng Hd
I,J(M)/JHd

I,J(M) là Artin

yếu. Theo Bổ đề 3.1.4, tồn tại một phần tử x ∈ J là M-chính quy. Từ dãy khớp

ngắn

0→M
.x→M →M/xM → 0

cảm sinh ra dãy khớp dài

· · · → Hd−1
I,J (M/xM)

f→ Hd
I,J(M)

.x→ Hd
I,J(M)→ 0.

Vì M/xM là Lasker yếu với dim(M/xM) ≤ d− 1, ta kết luận rằng

Hd−1
I,J (M/xM)/JHd−1

I,J (M/xM) là Artin yếu theo giả thiết quy nạp. Dãy khớp

ngắn

0→ Imf → Hd
I,J(M)

.x→ Hd
I,J(M)→ 0

cho chúng ta dãy khớp dài

· · · Imf/JImf → Hd
I,J(M)/JHd

I,J(M)
.x→ Hd

I,J(M)/JHd
I,J(M)→ 0.
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Vì x ∈ J, ta suy ra rằng Hd
I,J(M)/JHd

I,J(M) là một ảnh đồng cấu của Imf/JImf.

Nhưng Imf/JImf là Artin yếu theo [25, 2.3 (c)]. Do đó Hd
I,J(M)/JHd

I,J(M) là

Artin yếu.

Từ chứng minh của Định lý 3.1.6 (i), ta biết rằng nếu dim(M/ΓJ(M)) < dimM,

khi đó HdimM
I,J (M) là Artin.

Hệ quả 3.1.7. Cho M là R-môđun Lasker yếu sao cho dimM = d <∞. Khi đó

SuppR(Hd
I,J(M)/JHd

I,J(M)) là hữu hạn.

Định lý sau tạo nên mối liên hệ về tính Artin yếu giữa Hi
I(M) và Hi

I,J(M).

Định lý 3.1.8. Cho M là R-môđun và t là một số nguyên không âm. Giả sử

rằng Hi
I,J(M) là Artin yếu với mọi i < t. Khi đó

(i) Hi
a(M) là Artin yếu với mọi i < t và a ∈ W̃ (I, J).

(ii) ExtiR(R/a,M) là Artin yếu với mọi i < t và a ∈ W̃ (I, J).

Chứng minh. (i) Theo [52, 10.47] tồn tại một dãy phổ Grothendieck

Ep,q2 = Hp
a (Hq

I,J(M))⇒
p
Hp+q

a (M).

Cho n < t, có một cái lọc Φ của Hn = Hn
a (M)

0 = Φn+1Hn ⊆ ΦnHn ⊆ . . . ⊆ Φ1Hn ⊆ Φ0Hn = Hn
a (M)

sao cho

Ei,n−i∞
∼= ΦiHn/Φi+1Hn.

Vì Hq
I,J(M) là Artin yếu với mọi q < t nên ta có dimHq

I,J(M) = 0 với mọi q < t

và khi đó Ep,q2 = 0 với mọi q < t và p > 0. Do đó Ep,q∞ = 0 với mọi q < t và p > 0.

Điều này suy ra

Φ1Hn = Φ2Hn = . . . = Φn+1Hn = 0

với mọi n < t. Theo giả thiết, E0,n
2 = Γa(H

n
I,J(M)) là Artin yếu với mọi n < t.

Ta xét đồng cấu của các dãy phổ

0 = E−r,n+r−1
r → E0,n

r → Er,n−r+1
r = 0
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với mọi r ≥ 2. Ta suy ra rằng

E0,n
2 = E0,n

3 = . . . = E0,n
∞ .

Từ dãy khớp ngắn

0→ Φ1Hn → Hn
a (M)→ E0,n

∞ → 0

ta được Hn
a (M) ∼= Γa(H

n
I,J(M)) với mọi n < t, và ta có điều phải chứng minh.

(ii) Theo [52, 10.47] tồn tại một dãy phổ Grothendieck

Ep,q2 = ExtpR(R/a, Hq
I,J(M))⇒

p
Extp+qR (R/a,M).

Cho n < t, có một đẳng cấu

Ei,n−i∞
∼= ΦiHn/Φi+1Hn

với mọi i ≤ n và Hn = ExtnR(R/a,M). Theo giả thiết Ei,n−i2 là Artin yếu với mọi

i ≤ n. Vì Ei,n−i∞ là thương con của Ei,n−i2 nên ta có Ei,n−i∞ là Artin yếu.

Nhưng vì ta có

En−1,1
∞

∼= Φn−1Hn/ΦnHn ∼= Φn−1Hn/En,0∞ .

Khi đó Φn−1Hn là Artin yếu. Bằng cách quy nạp giảm dần, ta kết luận rằng

Φn−2Hn, . . . ,Φ0Hn là Artin yếu và ta có điều phải chứng minh.

Mệnh đề 3.1.9. Cho M là R-môđun hữu hạn sinh và t là một số nguyên không

âm. Giả sử rằng Hi
I,J(R/p) là một Artin yếu với mọi p ∈ SuppR(M) và với mọi

i < t. Khi đó Hi
I,J(M) là Artin yếu với mọi i < t.

Chứng minh. Vì M là hữu hạn sinh, khi đó có một lọc của các môđun con của

M

0 = M0 ⊆M1 ⊆ . . . ⊆Mn = M

sao cho Mj/Mj−1
∼= R/pj với một số pj ∈ SuppR(M). Dãy khớp ngắn

0→Mj−1 →Mj → R/pj → 0

cảm sinh ra dãy khớp dài

· · · → Hi
I,J(Mj−1)→ Hi

I,J(Mj)→ Hi
I,J(R/pj)→ · · · .

Bằng cách quy nạp trên j, ta kết luận rằng Hi
I,J(M) là Aritn yếu với mọi i < t.
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3.2 Tính Artin của môđun đối đồng điều địa phương

theo một cặp iđêan

Trong [50, 2.10], nhóm tác giả đã chứng minh rằng nếu (R,m) là vành địa

phương và M là hữu hạn sinh sao cho SuppR(Hi
I,J(M)) ⊆ {m} với mọi i < t, khi

đó Hi
I,J(M) ∼= Hi

m(M) với mọi i < t. Từ đây, chúng tôi đưa ra kết quả tổng quát

hơn bởi định lý dưới đây

Định lý 3.2.1. Cho (R,m) là vành địa phương và t là một số nguyên dương. Nếu

M là một R-môđun sao cho SuppR(Hi
I,J(M)) ⊆ {m} với mọi i ≤ t thì Hi

I,J(M) ∼=
Hi

m,J(M) ∼= Hi
m(M) với mọi i ≤ t.

Chứng minh. Trước tiên, ta chứng minh rằng Hi
I,J(M) ∼= Hi

m,J(M) với mọi i ≤ t.

Cho F (−) := Γm,J(−) và G(−) := ΓI,J(−) là các hàm tử từ phạm trù các R-môđun

vào chính nó. Với mỗi R-môđun M, ta có

FG(M) = Γm,J(ΓI,J(M)) = Γm+I,J(M)) = Γm,J(M).

Do đó FG(−) = Γm,J(−). Cho E là R-môđun nội xạ. Vì ΓI,J(E) là môđun nội xạ

nên RiF (G(E)) = RiF (ΓI,J(E)) = 0 với mọi i > 0. Theo [52, 10.47] tồn tại một

dãy phổ Grothendieck

Ep,q2 = Hp
m,J(Hq

I,J(M))⇒
p
Hp+q

m,J (M).

Vì SuppR(Hq
I,J(M)) ⊆ {m} ⊆ W (m, J) nên Hq

I,J(M) là R-môđun (m, J)-xoắn với

mọi 0 ≤ q ≤ t. Từ [58, 1.13] ta suy ra

Ep,q2 = Hp
m,J(Hq

I,J(M)) = 0

với mọi p > 0, 0 ≤ q ≤ t.

Cho 0 ≤ n ≤ t, tồn tại lọc Φ của Hn = Hn
m,J(M)

0 = Φn+1Hn ⊆ ΦnHn ⊆ . . . ⊆ Φ1Hn ⊆ Φ0Hn = Hn
m,J(M)

sao cho

Ei,n−i∞
∼= ΦiHn/Φi+1Hn, 0 ≤ i ≤ n.
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Đặc biệt

E0,n
∞
∼= Φ0Hn/Φ1Hn,

Ei,n−i∞
∼= ΦiHn/Φi+1Hn = 0, 0 < i ≤ n.

Do đó Φ1Hn = Φ2Hn = . . . = Φn+1Hn = 0 và E0,n
∞ ∼= Φ0Hn = Hn

m,J(M).

Trong trường hợp r ≥ 2, từ các đồng cấu của dãy phổ

0 = E−r,n+r−1
r → E0,n

r → Er,n−r+1
r = 0

ta có E0,n
2 = E0,n

3 = . . . = E0,n
∞ . Vì vậy

Hn
m,J(M) ∼= E0,n

2 = H0
m,J(Hn

I,J(M)) = Hn
I,J(M)

vì Hn
I,J(M) là R-môđun (m, J)-xoắn.

Tiếp theo để chứng minh Hi
I,J(M) ∼= Hi

m(M) với mọi i ≤ t, ta đặt F (−) :=

Γm(−) và G(−) := ΓI,J(−). Khi đó, vì m ∈ W̃ (I, J)

FG(M) = Γm(ΓI,J(M))

= Γm(M).

Do đó FG(−) = Γm(−). Khi đó RiF (G(E)) = Hi
m(ΓI,J(E)) = 0 với mọi i > 0.

Theo [52, 10.47] tồn tại dãy phổ Grothendieck

Ep,q2 = Hp
m(Hq

I,J(M))⇒
p
Hp+q

m (M).

Vì SuppR(Hq
I,J(M)) ⊆ {m} ⊆ W (m, 0), nên theo [58, 1.7] Hq

I,J(M,N) là môđun

(m, 0)- xoắn với 0 ≤ q ≤ t. Theo [58, 1.13]

Ep,q2 = Hp
m(Hq

I,J(M)) = 0

với p > 0, 0 ≤ q ≤ t. Cho 0 ≤ n = p+ q ≤ t, tồn tại lọc Φ của Hn = Hn
m(M) sao cho

0 = Φn+1Hn ⊆ ΦnHn ⊆ . . . ⊆ Φ1Hn ⊆ Φ0Hn = Hn
m(M)

và

Ei,n−i∞
∼= ΦiHn/Φi+1Hn, 0 ≤ i ≤ n.

Chúng ta có được Ep,q2 = Hp
m(Hq

I,J(M)) = 0, với p > 0, 0 ≤ q ≤ t.

Khi đó

E0,n
∞
∼= Φ0Hn/Φ1Hn,
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Ei,n−i∞
∼= ΦiHn/Φi+1Hn = 0, 0 < i ≤ n.

Do đó Φ1Hn = Φ2Hn = . . . = Φn+1Hn = 0 và E0,n
∞ ∼= Φ0Hn = Hn

m(M).

Khi r ≥ 2, từ các đồng cấu dãy phổ

0 = E−r,n+r−1
r → E0,n

r → Er,n−r+1
r = 0

ta nhận được kết quả E0,n
2 = E0,n

3 = . . . = E0,n
∞ .

vì Hn
I,J(M) là R-môđun (m, 0)-xoắn nên ta có

Hn
m(M) ∼= E0,n

2 = H0
m(Hn

I,J(M)) = Hn
I,J(M).

Từ Định lý 3.2.1 chúng ta suy ra được kết quả sau về tính Artin của Hi
I,J(M).

Hệ quả 3.2.2. Cho (R,m) là vành địa phương và t là số nguyên dương. Nếu

M là R-môđun hữu hạn sinh sao cho SuppR(Hi
I,J(M)) ⊆ {m} với mọi i ≤ t thì

Hi
I,J(M) là một R-môđun Artin với mọi i ≤ t.

Chứng minh. Một kết quả được trình bày bởi [12, 7.1.3] rằng Hi
m(M) là R-

môđun Artin với mọi i. Do đó từ kết quả của Định lý 3.2.1 ta có điều phải

chứng minh.

Định lý 3.2.3. Cho M là R-môđun và t là số nguyên dương. Khi đó

(i) dimHi
I,J(M) ≤ k với mọi i < t nếu và chỉ nếu dimHi

a(M) ≤ k với mọi i < t

và a ∈ W̃ (I, J).

(ii) Nếu M là hữu hạn sinh và SuppR(Hi
I,J(M)) ⊆ Max(R) với mọi i < t thì

Hi
a(M) là Artin với mọi i < t và a ∈ W̃ (I, J).

(iii) Giả sử rằng (R,m) là một vành địa phương và M là hữu hạn sinh. Khi đó

Hi
I,J(M) là Artin với mọi i < t nếu và chỉ nếu Hi

a(M) là Artin với mọi i < t

và a ∈ W̃ (I, J).

Chứng minh. (i). (⇒). Cho a ∈ W̃ (I, J) và n < t. Theo [52, 10.47], ta có được

dãy phổ

Ep,q2 = Hp
a (Hq

I,J(M))⇒
p
Hp+q

a (M).
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Khi đó tồn tại lọc Φ của Hn = Hn
a (M)

0 = Φn+1Hn ⊆ ΦnHn ⊆ · · · ⊆ Φ1Hn ⊆ Φ0Hn = Hn

sao cho

Ei,n−i∞
∼= ΦiHn/Φi+1Hn

với mọi i ≤ n. Vì Ei,n−i∞ là thương con của Ei,n−i2 nên theo giả thiết ta có

dimEi,n−i∞ ≤ k với mọi i ≤ n. Do đó dim ΦiHn ≤ k với mọi i ≤ n. Đặc biệt,

dimHn
a (M) = dim Φ0Hn ≤ k.

(⇐). Theo [58, 2.3] ta có

SuppRH
i
I,J(M) ⊆

⋃
a∈W̃ (I,J)

SuppRH
i
a(M).

Vì dimHi
a(M) ≤ k với mọi i < t và a ∈ W̃ (I, J) nên dimHi

I,J(M) ≤ k với mọi i < t.

(ii). Từ kết quả của (i) ta suy ra rằng SuppR(Hi
a(M)) ⊆ Max(R) với mọi i < t.

Do đó Hi
a(M) là Artin với mọi i < t theo [59, 2.2].

(iii). (⇒) Được suy ra từ kết quả của (ii).

(⇐). Lưu ý rằng SuppR(Hi
a(M)) ⊆ {m} với mọi i < t và a ∈ W̃ (I, J). Theo (i),

ta có SuppR(Hi
I,J(M)) ⊆ {m} với mọi i < t. Do đó, theo Định lý 3.2.1 ta có được

điều phải chứng minh.

Theo [8, Hệ quả 2.9] nội dung của hệ quả dưới đây đã được chứng minh trong

trường hợp dimHi
I(M) ≤ 1 với mọi i < t. Bây giờ chúng tôi mở rộng kết quả này

cho trường hợp dimHi
I,J(M) ≤ 1 với mọi i < t. Áp dụng Định lý 3.2.3(i) sẽ cho

chúng ta hệ quả sau

Hệ quả 3.2.4. Cho M là R-môđun hữu hạn sinh và t là số nguyên không âm

sao cho dimHi
I,J(M) ≤ 1 với mọi i < t. Khi đó

(i) R-môđun Hi
a(M) là a-đối hữu hạn với mọi i < t và với mọi a ∈ W̃ (I, J);

(ii) R-môđun Hom(R/a, Ht
a(M)) là hữu hạn sinh với mọi a ∈ W̃ (I, J). Đặc biệt,

tập AssR(Ht
a(M)) là hữu hạn với mọi a ∈ W̃ (I, J).

Chứng minh. Nội dung này được suy ra từ việc áp dụng Định lý 3.2.3(i) và [8,

2.9].
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Trong [40, 3.1], nhóm tác giả đã chứng minh nếu (R,m) là vành địa phương và

M,N là các R-môđun hữu hạn sinh với dimN = d và pdM = p, khi đó Hp+d
I,J (M,N)

là một R-môđun Artin. Chúng tôi đã khái quát hóa kết quả của [40, 3.1] cho

các môđun minimax bởi định lý sau.

Mệnh đề 3.2.5. Cho (R,m) là vành địa phương và M là một R-môđun hữu

hạn sinh với pdM = p. Nếu N là R-môđun với dimN = d, khi đó Hp+d
I,J (M,N) là

Artin.

Chứng minh. Vì N là minimax, nên ta có dãy khớp

0→ L→ N → A→ 0

với L là hữu hạn sinh và A là Artin. Cho chúng ta một dãy khớp dài

. . .→ Hi
I,J(M,L)→ Hi

I,J(M,N)→ Hi
I,J(M,A)→ . . . .

Từ [40, 3.7], Hi
I,J(M,A) là R-môđun Artin với mọi i ≥ 0. Kết hợp [40, 3.2] với

[66, 2.4] chúng ta kết luận Hp+d
I,J (M,L) là Artin vì dimL ≤ dimN = d. Do đó

Hp+d
I,J (M,N) cũng là Artin.

Trong [13], khi M,N là các R-môđun hữu hạn sinh và (R,m) là vành địa

phương, Chu and Tang đã trình bày rằng SuppR(Hi
I(M,N)) ⊆ {m} nếu và chỉ

nếu Hi
I(M,N) là Artin. Chúng tôi khái quát hóa cho Hi

I,J(M,N) và sự mở rộng

của Định lý 3.2.1 ta có được Định lý dưới đây

Định lý 3.2.6. Cho (R,m) là vành địa phương và t là số nguyên không âm.

Giả sử rằng M là R-môđun hữu hạn sinh và N là một R-môđun tùy ý sao cho

SuppR(Hi
I,J(M,N)) ⊆ {m} với mọi i ≤ t. Khi đó

(i) Hi
I,J(M,N) ∼= Hi

m,J(M,N) ∼= Hi
m(M,N) với mọi i ≤ t.

(ii) Nếu N là minimax thì Hi
I,J(M,N) là artin với mọi i ≤ t.

Chứng minh. (i) Trước tiên, ta chứng minh Hi
I,J(M,N) ∼= Hi

m,J(M,N) với mọi

i ≤ t. Ta ký hiệu F (−) := Γm,J(−) và G(−) := ΓI,J(M,−) là các hàm tử từ

phạm trù các R-môđun vào chính nó. Trong đó F là hàm tử khớp trái. Với mỗi
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R-môđun N, ta có

FG(N) = Γm,J(ΓI,J(M,N))

= Γm,J(ΓI,J(HomR(M,N)))

= Γm+I,J(HomR(M,N))

= Γm,J(HomR(M,N))

= Γm,J(M,N).

Do đó FG(−) := Γm,J(M,−).

Cho E là R-môđun nội xạ. Vì ΓI,J(E) là R-môđun nội xạ, nên ta có RiF (G(E)) =

RiF (ΓI,J(M,E)) ∼= RiF (HomR(M,ΓI,J(E))) = 0 với mọi i > 0. Theo [52, 10.47]

tồn tại dãy phổ Grothendieck

Ep,q2 = Hp
m,J(Hq

I,J(M,N))⇒
p
Hp+q

m,J (M,N).

Vì SuppR(Hq
I,J(M,N)) ⊆ {m} ⊆ W (m, J), áp dụng [58, 1.7] ta có Hq

I,J(M,N) là

môđun (m, J)-xoắn với 0 ≤ q ≤ t. Theo [58, 1.13], ta được kết quả

Ep,q2 = Hp
m,J(Hq

I,J(M,N)) = 0

với mọi p > 0, 0 ≤ q ≤ t.

Cho 0 ≤ n = p+ q ≤ t, tồn tại lọc Φ của Hn = Hn
m,J(M,N) sao cho

0 = Φn+1Hn ⊆ ΦnHn ⊆ . . . ⊆ Φ1Hn ⊆ Φ0Hn = Hn
m,J(M,N)

và

Ei,n−i∞
∼= ΦiHn/Φi+1Hn, 0 ≤ i ≤ n.

Vì Ep,q2 = Hp
m,J(Hq

I,J(M,N)) = 0 với p > 0, 0 ≤ q ≤ t. Do đó ta có

E0,n
∞
∼= Φ0Hn/Φ1Hn,

Ei,n−i∞
∼= ΦiHn/Φi+1Hn = 0, 0 < i ≤ n.

Do đó Φ1Hn = Φ2Hn = . . . = Φn+1Hn = 0 và E0,n
∞ ∼= Φ0Hn = Hn

m,J(M,N).

Với mọi r ≥ 2, từ các đồng cấu của dãy phổ

0 = E−r,n+r−1
r → E0,n

r → Er,n−r+1
r = 0
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suy ra E0,n
2 = E0,n

3 = . . . = E0,n
∞ . Vì vậy

Hn
m,J(M,N) ∼= E0,n

2 = H0
m,J(Hn

I,J(M,N)) = Hn
I,J(M,N)

vì Hn
I,J(M,N) là một R-môđun (m, J)-xoắn.

Tiếp theo để chứng minh Hi
I,J(M,N) ∼= Hi

m(M,N) với mọi i ≤ t, ta đặt

F (−) := Γm(−) và G(−) := ΓI,J(M,−). Khi đó, vì m ∈ W̃ (I, J) nên

FG(N) = Γm(ΓI,J(M,N))

= Γm(ΓI,J(HomR(M,N)))

= Γm(M,N).

Do đó FG(−) = Γm(M,−). Cho E là R-môđun nội xạ. Ta có RiF (G(E)) =

RiF (ΓI,J(M,E)) ∼= RiF (ΓI,J(HomR(M,E)) = 0 với mọi i > 0. Theo [52, 10.47] tồn

tại dãy phổ Grothendieck

Ep,q2 = Hp
m(Hq

I,J(M,N))⇒
p
Hp+q

m (M,N).

Vì SuppR(Hq
I,J(M,N)) ⊆ {m} ⊆ W (m, 0) nên theo [58, 1.7] Hq

I,J(M,N) là

môđun (m, 0)- xoắn với 0 ≤ q ≤ t. Áp dụng [58, 1.13]

Ep,q2 = Hp
m(Hq

I,J(M,N)) = 0

với p > 0, 0 ≤ q ≤ t. Cho 0 ≤ n = p+ q ≤ t, tồn tại lọc Φ của Hn = Hn
m(M,N) sao

cho

0 = Φn+1Hn ⊆ ΦnHn ⊆ . . . ⊆ Φ1Hn ⊆ Φ0Hn = Hn
m(M,N)

và

Ei,n−i∞
∼= ΦiHn/Φi+1Hn, 0 ≤ i ≤ n.

Vì ta có Ep,q2 = Hp
m(Hq

I,J(M,N)) = 0, với p > 0, 0 ≤ q ≤ t.

Do đó

E0,n
∞
∼= Φ0Hn/Φ1Hn,

Ei,n−i∞
∼= ΦiHn/Φi+1Hn = 0, 0 < i ≤ n.

Khi đó Φ1Hn = Φ2Hn = . . . = Φn+1Hn = 0 và E0,n
∞ ∼= Φ0Hn = Hn

m(M,N).

Khi r ≥ 2, từ các đồng cấu của dãy phổ

0 = E−r,n+r−1
r → E0,n

r → Er,n−r+1
r = 0
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ta nhận được kết quả E0,n
2 = E0,n

3 = . . . = E0,n
∞ .

Vì vậy

Hn
m(M,N) ∼= E0,n

2 = H0
m(Hn

I,J(M,N)) = Hn
I,J(M,N)

do Hn
I,J(M,N) là R-môđun (m, 0)-xoắn.

(ii) Kết hợp [19, 2.2] và (i), chúng ta thấy rằng Hn
m(M,N) là Artin nên

Hi
I,J(M,N) là Artin với mọi i ≤ t khi N là R-môđun hữu hạn sinh.

Chúng ta giả sử rằng N là môđun minimax. Khi đó có dãy khớp ngắn

0→ L→ N → A→ 0,

với L là hữu hạn sinh và A là Artin. Từ đây, ta có dãy khớp dài

. . .→ Hi
I,J(M,L)→ Hi

I,J(M,N)→ Hi
I,J(M,A)→ . . . .

Theo [13, 2.4], ta có SuppR(Hi
m(M,N)) ⊆ {m} nếu và chỉ nếu Hi

m(M,N)

là Artin. Áp dụng [40, 3.7], cho ta Hi
I,J(M,A) là Artin. Do đó Hi

m(M,A) là

Artin. Suy ra SuppR(Hi
m(M,A)) ⊆ {m}. Vì Hi

I,J(M,A) ∼= Hi
m(M,A) nên ta có

SuppR(Hi
I,J(M,A)) ⊆ {m}. Vì vậy SuppR(Hi

I,J(M,L)) ⊆ {m} với mọi i ≤ t. Do

Hi
I,J(M,L) ∼= Hi

m(M,L) nên SuppR(Hi
m(M,L)) ⊆ {m} và do đó Hi

m(M,L) là Artin.

Từ đây ta suy ra Hi
I,J(M,L) là Artin với mọi i ≤ t. Áp dụng những kết quả này

cho dãy khớp dài trên ta được Hi
I,J(M,N) là Artin với mọi i ≤ t.

Định lý 3.2.7. Cho M là R-môđun hữu hạn sinh và t là số nguyên không âm.

Khi đó

(ii) SuppR(Hi
I,J(M,N)) ⊆ Max(R) với mọi i ≤ t nếu và chỉ nếu SuppR(Hi

a(M,N)) ⊆

Max(R) với mọi i ≤ t và a ∈ W̃ (I, J).

(ii) Giả sử rằng (R,m) là vành địa phương và N là hữu hạn sinh. Khi đó

Hi
I,J(M,N) là Artin với mọi i ≤ t nếu và chỉ nếu Hi

a(M,N) là Artin với mọi

i ≤ t và a ∈ W̃ (I, J).

Chứng minh. (i) (⇒). Cho a ∈ W̃ (I, J) và n ≤ t. Ta đặt F (−) := Γa(−) và

G(−) := ΓI,J(M,−) là các hàm tử từ phạm trù các R-môđun vào chính nó. Cho

R-môđun N, ta có FG(M,N) = Γa(ΓI,J(M,N)) = Γa(M,N). Nếu E là R-môđun

nội xạ, khi đó G(E) = 0 và do đó G(E) là F - không tuần hoàn phải. Theo [52,

48



10.47] tồn tại dãy phổ Grothendieck

Ep,q2 = Hp
a (Hq

I,J(M,N))⇒
p
Hp+q

a (M,N)

khi đó tồn tại lọc Φ của Hn = Hn
a (M,N)

0 = Φn+1Hn ⊆ ΦnHn ⊆ · · · ⊆ Φ1Hn ⊆ Φ0Hn = Hn

sao cho

Ei,n−i∞
∼= ΦiHn/Φi+1Hn

với mọi i ≤ n. Theo giả thiết ta có SuppR(Hi
I,J(M,N)) ⊆ Max(R) với mọi i ≤ t nên

SuppR(Ei,n−i2 ) ⊆ Max(R) và tức là SuppR(Ei,n−i∞ ) ⊆ Max(R) vì Ei,n−i∞ là thương con

của Ei,n−i2 . Do vậy SuppR(Ei,n−i∞ ) ⊆ Max(R) với mọi i ≤ n. Do đó SuppR(ΦiHn) ⊆

Max(R) với mọi i ≤ n. Đặc biệt, SuppR(Hn
a (M,N)) = SuppR(Φ0Hn) ⊆ Max(R).

(⇐). Theo [66, 2.2] ta có

SuppR(Hi
I,J(M,N)) ⊆

⋃
a∈W̃ (I,J)

SuppR(Hi
a(M,N)).

Từ giả thiết trên cho ta SuppR(Hi
I,J(M,N)) ⊆ Max(R) với mọi i ≤ t.

(ii) (⇒). Ta có Hi
I,J(M,N) ∼= Hi

m(M,N). Vì Hi
I,J(M,N) là Artin nên Hi

m(M,N)

là Artin và do đó SuppR(Hi
m(M,N)) ⊆ {m}. Khi đó SuppR(Hi

I,J(M,N)) ⊆ {m}.

Từ (i) ta suy ra SuppR(Hi
a(M,N)) ⊆ {m} và khi đó Hi

a(M,N)) là Artin theo [13,

2.4] với mọi i ≤ t và a ∈ W̃ (I, J).

(⇐). Kết quả được suy ra theo (i) và Định lý 3.2.6(i). Thật vậy, Hi
a(M,N))

là Artin với mọi i ≤ t và a ∈ W̃ (I, J). Khi đó SuppR(Hi
a(M,N)) ⊆ {m} với mọi

i ≤ t và a ∈ W̃ (I, J). Theo [66, 2.2] ta có SuppR(Hi
I,J(M,N)) ⊆ {m} với mọi

i ≤ t. Theo Định lý 3.2.6(i), ta có Hi
I,J(M,N) ∼= Hi

m(M,N) với mọi i ≤ t. Do đó

SuppR(Hi
m(M,N)) ⊆ {m} hay Hi

m(M,N)) là Artin với mọi i ≤ t theo [13, Định lý

2.4]. Vậy Hi
I,J(M,N) là Artin với mọi i ≤ t.

Chúng ta sẽ trình bày kết quả về tính Artin của Hi
I,J(N) và Hi

I(M,N).

Mệnh đề 3.2.8. Cho M là R-môđun hữu hạn sinh, N là R-môđun tùy ý và

t là số nguyên không âm. Giả sử rằng Hi
I,J(N) là Artin với mọi i ≤ t. Khi đó

Hi
I(M,N) cũng là môđun Artin với mọi i ≤ t.
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Chứng minh. Đặt F (−) := ΓI(M,−) và G(−) := ΓI,J(−) là các hàm tử khớp trái

từ phạm trù các R-môđun vào chính nó. Khi đó tồn tại dãy phổ Grothendieck

Ep,q2 = Hp
I (M,Hq

I,J(N))⇒
p
Hp+q
I (M,N).

Cho j ≤ t, khi đó tồn tại lọc Φ của Hj = Hj
I (M,N) sao cho

0 = Φj+1Hj ⊆ ΦjHj ⊆ . . . ⊆ Φ1Hj ⊆ Φ0Hj = Hj
I (M,N)

và

Ei,j−i∞
∼= ΦiHj/Φi+1Hj , 0 ≤ i ≤ j.

Từ giả thiết, ta áp dụng [38, 2.6] có được Ep,q2 là Artin với mọi q ≤ t và với mọi

p ≥ 0. Vì Ei,j−i∞ là thương con của Ei,j−i2 nên Ei,j−i∞ là Artin với mọi j − i ≤ t.

Quá trình chứng minh tương tự ta có ΦiHj là Artin với mọi 0 ≤ i ≤ j, và ta có

điều phải chứng minh.
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Chương 4

Tính minimax và cominimax của

đối đồng điều địa phương suy rộng

theo một cặp iđêan

Mục đích của tác giả trong Chương 4 là trình bày các kết quả về tính minimax,

I-cominimax và những kết quả mở rộng về tính (I,M)-cominimax của các đối

đồng điều địa phương. Chúng tôi nghiên cứu các tính chất minimax và Artin của

các môđun đối đồng điều địa phương suy rộng Hi
I,J(M,N) theo một cặp iđêan

(I, J). Ngoài ra, chúng tôi cũng nói các môđun đối đồng điều địa phương suy rộng

có bậc lớn nhất. Ta cũng có thể nhắc lại về môđun minimax. Điều mà chúng tôi

quan tâm là các môđun minimax đã được giới thiệu bởi H. Zöschinger [69]. Một

R-môđun M được gọi là minimax nếu M có một môđun con hữu hạn sinh L sao

cho M/L là Artin. Lớp các R-môđun minimax là một phạm trù con Serre. Đặc

biệt, choM là R-môđun hữu hạn sinh và N là R-môđun minimax. Khi đó với bất

kỳ số nguyên i, các môđun TorRi (M,N) và ExtiR(M,N) là minimax. Những kết

quả của chương này đã được tác giả công bố trong các bài báo [46, 47]. Chúng

tôi nghiên cứu về tính minimax và tính Artin của các môđun đối đồng điều địa

phương suy rộng Hi
I,J(M,N) theo một cặp iđêan (I, J). Chúng tôi cũng đưa ra

các kết quả về môđun đối đồng điều địa phương suy rộng bậc lớn nhất và quan

tâm nghiên cứu về tính minimax và cominimax của Hi
I,J(M,N).
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4.1 Tính minimax của đối đồng điều địa phương

suy rộng

Định nghĩa 4.1.1 ([69]). Một R-môđun M được gọi là minimax nếu M có một

môđun con hữu hạn sinh L sao cho M/L là Artin.

Nhận xét 4.1.2. i) Lớp các R-môđun minimax là phạm trù con Serre. Trong

trường hợp đặc biệt, cho M là R-môđun hữu hạn sinh và N là một R-môđun

minimax. Khi đó cho bất kỳ số nguyên i, các môđun TorRi (M ;N) và ExtiR(M ;N)

là minimax với mọi i ≥ 0.

ii) Tập các iđêan nguyên tố liên kết của bất kỳ R-môđun minimax nào cũng là

hữu hạn.

Định nghĩa 4.1.3 ([4]). Một môđunK được gọi là I-cominimax nếu SuppR(K) ⊆

V (I) và ExtiR(R/I;K) là minimax với mọi i ≥ 0.

Nhận xét 4.1.4. Tất cả các R-môđun hữu hạn sinh và minimax là các R-môđun

I-cominimax.

Định nghĩa 4.1.5 ([9]). Cho M,K là các R-module. K được gọi là (I,M)-đối

hữu hạn nếu SuppR(K) ⊆ V (I) và ExtiR(M/IM ;K) là hữu hạn sinh với mọi i ≥ 0.

Bổ đề 4.1.6. ([40, 2.2]) Cho M là R-môđun hữu hạn sinh và N là R-môđun tùy

ý. Khi đó

ΓI,J(M,N) = HomR(M,ΓI,J(N)).

Bổ đề 4.1.7. ([40, 2.6]) Cho N là một R-module (I, J)-xoắn. Khi đó

Hi
I,J(M,N) ∼= ExtiR(M,N)

với mọi i ≥ 0.

Bổ đề 4.1.8. ([32, 2.1]) Cho M là R-môđun minimax. Khi đó M là I-xoán-tự

do nếu và chỉ nếu I chứa một ước khác không trên M.

Định lý sau liên quan đến tính minimax của Hi
I,J(N) và Hi

I,J(M,N), không

cần thiết N phải là hữu hạn sinh.
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Định lý 4.1.9. Cho M là R-môđun hữu hạn sinh và N là R-môđun tùy ý. Cho

t là số nguyên không âm sao cho Hi
I,J(N) là minimax với mọi i < t. Khi đó

(i) ExtiR(R/a, N) là minimax với mọi i < t và a ∈ W̃ (I, J).

(ii) Nếu ExttR(R/a, N) là minimax với mọi a ∈ W̃ (I, J) thì HomR(R/a, Ht
I,J(N))

là minimax.

(iii) Trong trường hợp N là minimax. Ta có HomR(R/a, Ht
I,J(M,N)) cũng là

minimax với mọi a ∈ W̃ (I, J).

Chứng minh. (i) Ta sẽ dùng phương pháp chứng minh quy nạp theo t. Khi t = 0,

ta có được điều phải chứng minh. Cho t > 0, dãy khớp ngắn

0→ ΓI,J(N)→ N → N → 0

cho ta dãy khớp dài

· · ·ExtiR(R/a,ΓI,J(N))→ ExtiR(R/a, N)→ ExtiR(R/a, N) · · · .

Vì ΓI,J(N) là minimax, việc chứng minh (i) sẽ hoàn thành bằng cách chứng minh

rằng ExtiR(R/a, N) là minimax với mọi i < t. Theo [58, 1.13], ta có Hi
I,J(N) ∼=

Hi
I,J(N) với mọi i > 0 và ΓI,J(N) = 0. Ký hiệu E = E(N) là bao nội xạ của N và

L = E/N. Lưu ý rằng AssR(ΓI,J(E)) = W (I, J)∩AssR(E) = W (I, J)∩AssR(N) = ∅,

và do đó ΓI,J(E) = 0. Dãy khớp ngắn

0→ N → E → L→ 0

dẫn đến đẳng cấu sau

Hi
I,J(L) ∼= Hi+1

I,J (N) và ExtiR(R/a, L) ∼= Exti+1
R (R/a, N)

vơi mọi i ≥ 0.

Từ giả thiết quy nạp ta có ExtiR(R/a, L) là minimax với mọi i < t− 1. Do đó

ExtiR(R/a, N) là minimax với mọi i < t và việc chứng minh (i) đã hoàn thành.

(ii) Chúng ta sẽ dùng phương pháp quy nạp theo t. Khi t = 0, lưu ý rằng

N là a-xoắn-tự do, và do đó HomR(R/a, N) = 0. Áp dụng hàm tử HomR(R/a,−)

cho dãy khớp sau

0→ ΓI,J(N)→ N → N → 0
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ta kết luận rằng HomR(R/a,ΓI,J(N)) ∼= HomR(R/a, N) và khi đó HomR(R/a,ΓI,J(N))

là minimax.

Giả sử rằng t > 0. Theo kết quả của (i), ta có

HomR(R/a, Ht−1
I,J (L)) ∼= HomR(R/a, Ht

I,J(N))

∼= HomR(R/a, Ht
I,J(N)).

Theo giả thiết quy nạp, ta có HomR(R/a, Ht−1
I,J (L)) là minimax. Khi đó ta kết

luận HomR(R/a, Ht
I,J(N)) là mininax.

(iii) Chúng ta sẽ dùng quy nạp theo t. Khi t = 0, ta có H0
I,J(M,N) ∼=

HomR(M,ΓI,J(N)) theo [40, 2.2]. Vì ΓI,J(N) ⊆ N, HomR(M,ΓI,J(N)) là minimax

và khi đó HomR(R/a, H0
I,J(M,N)) cũng là minimax.

Cho t > 0. Từ dãy khớp ngắn

0→ ΓI,J(N)→ N → N → 0

kéo theo dãy khớp dài

· · · → Hi
I,J(M,ΓI,J(N))→ Hi

I,J(M,N)→ Hi
I,J(M,N)→ · · · .(∗)

Theo kết quả [40, 2.6] ta suy ra Hi
I,J(M,ΓI,J(N)) ∼= ExtiR(M,ΓI,J(N)) với mọi

i, khi đó Hi
I,J(M,ΓI,J(N)) là minimax với mọi i. Theo dãy khớp (*), việc chứng

minh sẽ kết thúc nếu ta chứng minh được: HomR(R/a, Ht
I,J(M,N)) là minimax.

Vì N is (I, J)-xoắn-tự do, khi đó nó cũng là a-xoắn-tự do với mọi a ∈ W̃ (I, J).

Theo [32, 2.1] tồn tại một phần tử N-chính quy x ∈ a.

Từ dãy khớp ngắn

0→ N
.x→ N → N/xN → 0

dẫn đến dãy khớp dài sau

· · ·Ht−1
I,J (M,N)

f→ Ht−1
I,J (M,N/xN)

g→ Ht
I,J(M,N)

.x→ Ht
I,J(M,N) · · · .

Vì Hi
I,J(N) ∼= Hi

I,J(N) với mọi i > 0, theo [42, 2.5] ta suy ra Hi
I,J(M,N) là

minimax với mọi i < t. Do đó Hi
I,J(M,N/xN) là minimax và vì vậy Hi

I,J(N/xN)

là minimax với mọi i < t− 1. Lưu ý rằng N/xN cũng là minimax. Theo giả thiết

quy nạp suy ra HomR(R/a, Ht−1
I,J (M,N/xN)) là minimax.
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Bằng cách chẻ ra từ hai dãy khớp trên, ta được hai dãy khớp:

0→ Imf → Ht−1
I,J (M,N/xN)→ Img → 0,

0→ Img → Ht
I,J(M,N)

.x→ Ht
I,J(M,N).

Áp dụng hàm tử HomR(R/a,−) cho các dãy khớp này, ta có được các dãy khớp

sau

0→ HomR(R/a, Imf)→ HomR(R/a, Ht−1
I,J (M,N/xN))

→ HomR(R/a, Img)→ Ext1
R(R/a, Imf) · · · ,

và dãy khớp

0→ HomR(R/a, Img)→ HomR(R/a, Ht
I,J(M,N))

.x→ HomR(R/a, Ht
I,J(M,N)).

Vì Ht−1
I,J (M,N) là môđun minimax, Imf cũng là môđun minimax. Khi đó

HomR(R/a, Img) cũng là minimax. Vì x ∈ a, dãy khớp cuối cho chúng ta đẳng

cấu

HomR(R/a, Img) ∼= HomR(R/a, Ht
I,J(M,N)).

Do đó HomR(R/a, Ht
I,J(M,N)) là minimax và việc chứng minh (iii) là hoàn thành.

Hệ quả 4.1.10. Cho M là R-môđun hữu hạn sinh, N là R-môđun tùy ý, t là số

nguyên không âm sao cho Hi
I,J(N) là minimax với mọi i < t.

(i) Giả sử với a ∈ W̃ (I, J), ExttR(R/a, N) là minimax và có một R-môđun hữu

hạn sinh K sao cho SuppR(K) ⊆ V (a). Khi đó HomR(K,Ht
I,J(N)) là môđun

minimax.

(ii) Nếu N là minimax và K là môđun con của Ht
I,J(M,N) sao cho Ext1

R(R/a, K)

là minimax thì HomR(R/a, Ht
I,J(M,N)/K) cũng là minimax.

Chứng minh. (i) vì SuppR(K) ⊆ V (a), tồn tại một chuỗi hữu hạn 0 = K0 ⊆

K1 ⊆ . . . ⊆ Kn = K sao cho Ki/Ki−1 là một ảnh đồng cấu của (R/a)mi với mọi

i = 1, 2, . . . , n theo Định lý Gruson. Khi đó, ta có dãy khớp ngắn

0→ L1 → (R/a)m1 → K1 → 0
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với L1 là một R-môđun và m1 là một số nguyên dương. Từ đây, ta có dãy khớp

dài

0→ HomR(K1, H
t
I,J(N))→ HomR((R/a)m1 , Ht

I,J(N))→ HomR(L1, H
t
I,J(N)) · · ·

Mặt khác từ dãy khớp ngắn

0→ L2 → (R/a)m2 → K2/K1 → 0.

Áp dụng hàm tử HomR(−, Ht
I,J(N)) cho dãy khớp ngắn này, ta có được dãy khớp

dài

0→ HomR(K2/K1, H
t
I,J(N))→ HomR((R/a)m2 , Ht

I,J(N))

→ HomR(L2, H
t
I,J(N)) · · ·

Khi đó HomR(K1, H
t
I,J(N)) và HomR(K2/K1, H

t
I,J(N)) là các môđun minimax

theo Định lý 4.1.9(ii). Bằng cách dùng phương pháp quy nạp theo n, suy ra rằng

HomR(Kn−1, H
t
I,J(N)) và HomR(K/Kn−1, H

t
I,J(N)) là các môđun minimax. Do đó

HomR(K,Ht
I,J(N)) là minimax.

(ii) Áp dụng hàm tử HomR(R/a,−) cho dãy khớp ngắn

0→ K → Ht
I,J(M,N)→ Ht

I,J(M,N)/K → 0

Ta có được dãy khớp dài

HomR(R/a, Ht
I,J(M,N))→ HomR(R/a, Ht

I,J(M,N)/K)→ Ext1R(R/a,K)

Áp dụng kết quả từ Định lý 4.1.9(iii) ta suy ra rằng HomR(R/a, Ht
I,J(M,N)) là

minimax. Vì vậy, từ giả thuyết quy nạp ta có được điều phải chứng minh.

4.2 Tính cominimax của đối đồng điều địa phương

suy rộng

Định nghĩa 4.2.1. Cho M,K là các R-môđun. Một R-môđun K được gọi là

(I,M)-cominimax nếu SuppR(K) ⊆ V (I) và ExtiR(M/IM ;K) là minimax với mọi

i ≥ 0.
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Mệnh đề 4.2.2. Cho M là R-môđun hữu hạn sinh. Khi đó môđun I-cominimax

là môđun (I,M)-cominimax.

Chứng minh. Giả sử rằng K là một R-môđun I-cominimax. Theo giả thiết,

SuppR(K) ⊆ V (I) và ExtiR(R/I;K) là minimax với mọi i ≥ 0. Cho M = M/IM ,

khi đó M là hữu hạn sinh và SuppR(M) ⊆ V (I). Chúng ta sẽ chứng minh

ExtiR(M/IM ;K) là minimax bằng cách quy nạp theo i. Theo Định lý Gruson

([63, 4.1]), M luôn có chuỗi các môđun con

0 = M0 ⊆M1 ⊆ · · · ⊆Mk = M

thỏa mãn Mj/Mj−1 ảnh đồng cấu của (R/I)m với mọi số nguyên dương m. Khi

đó, ta xét dãy khớp ngăn

0→Mj−1 →Mj →Mj/Mj−1 → 0

trong đó 1 ≤ j ≤ k. Ta có một đẳng cấu Hom((R/I)m, K) ∼= Hom(R/I,K)m. Vì

K là R-môđun I-cominimax nên theo Nhận xét 4.1.2 ta có Hom((R/I)m, K) là

minimax. Xét dãy khớp

0→ Hom(Mj/Mj−1, K)→ Hom(Mj , K)→ Hom(Mj−1, K)→ . . .

Từ đây dẫn đến Hom(Mj , K) là minimax với mọi j và khi đó Hom(M,K) cũng

là minimax. Ta kết luận mệnh đề đúng với i = 0.

Xét i > 0. Từ dãy khớp

0→Mj−1 →Mj → (R/I)m → 0

Cho ta dãy khớp dài

· · · → Exti−1
R (Mj−1, K)→ ExtiR((R/I)m, K)→ ExtiR(Mj , K)→ . . .

Vì ExtiR((R/I)m, K) ∼= ExtiR(R/I,K)m, nên ta có ExtiR(M1, K) là minimax. Mặt

khác, theo giả thiết quy nạp Exti−1
R (Mj−1, K) là minimax với mọi j ≤ k. Bằng

cách giải thích tương tự như trên, ta có kết quả ExtiR(Mk, K) là minimax với mọi

i ≥ 0. Vậy, ta có điều phải chứng minh.
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Bổ đề 4.2.3. Cho dãy khớp ngắn 0→ A→ B → C → 0 của các R-môđun. Nếu

hai trong các R-môđun trên là các (I,M)-cominimax thì R-môđun còn lại cũng

là R-môđun (I,M)-cominimax.

Chứng minh. Ta luôn có

SuppRB = SuppRA ∪ SuppRC

Từ dãy khớp ngắn 0→ A→ B → C → 0 ta dẫn đến dãy khớp dài

· · · → ExtiR(M/IM,A)→ ExtiR(M/IM,B)→ ExtiR(M/IM,C)→ . . .

Kết hợp kết quả của Nhận xét 4.1.2 và giả thiết ta có được điều phải chứng

minh.

Hệ quả 4.2.4. Cho đồng cầu f : A → B của các R-môđun (I,M)-cominimax.

Nếu môt trong các R-môđun Kerf , Imf và Cokerf là R-môđun (I,M)-cominimax

thì hai môđun còn lại cũng là R-môđun (I,M)-cominimax.

Như chúng ta đã biết trong vành địa phương (R,m) nếu T là một R-môđun

hữu hạn sinh với SuppRT ⊆ {m}, khi đó T là R-môđun Artin. Bây giờ tác giả

nghiên cứu tính chất này trong trường hợp T là minimax.

Bổ đề 4.2.5. Cho vành địa phương (R,m) và T là R-môđun minimax sao cho

SuppRT ⊆ {m}. Khi đó T là R-môđun Artin.

Chứng minh. Giả sử rằng K là R-môđun hữu hạn sinh của T sao cho T/K là

Artin. Theo giả thiết, SuppRK ⊆ SuppRT ⊆ {m}. Do đó, T cũng là R-môđun

Artin.

Mệnh đề 4.2.6. Cho vành địa phương (R,m) và N là R-môđun (m,M)-cominimax.

Khi đó HomR(M,N) là Artin.

Chứng minh. Theo giả thiết, HomR(M/mM,N) là minimax. Hơn nữa, có một

đẳng cấu HomR(M/mM,N) ∼= HomR(R/m,HomR(M,N)). Áp dụng Bổ đề 4.2.5

ta có được HomR(R/m,HomR(M,N)) là R -môđun Artin. Hơn nữa, vì chúng ta

có SuppR(HomR(M,N)) ⊆ SuppRN ⊆ {m}. Dó đó, HomR(M,N) là m-xoắn. Theo

[37, Định lý 1.3], ta kết luận rằng HomR(M,N) là R-môđun Artin.
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Định lý 4.2.7. Cho N là R-môđun (I,M)-cominimax. Khi đó AssR(HomR(M,N))

là hữu hạn.

Chứng minh. Ta có đẳng cấu HomR(M/IM,N) ∼= HomR(R/I,HomR(M,N)). Kết

hợp với giả thiết ta có HomR(R/I,HomR(M,N)) là R-môđun minimax. Theo

Nhận xét 4.1.2, AssR(HomR(R/I,HomR(M,N))) là hữu hạn. Hơn nữa, ta có kết

quả AssR(HomR(R/I,HomR(M,N))) = V (I) ∩ AssR(HomR(M,N)). Vì SuppRN ⊆

V (I) và SuppR(HomR(M,N)) ⊆ SuppRN . Dó đó, ta kết luận rằng AssR(HomR(M,N))

là hữu hạn.

Định lý 4.2.8. Cho t là số nguyên không âm. Cho M là R-môđun hữu hạn

sinh và N là R-môđun sao cho Hi
I(N) là R-môđun (I,M)-cominimax với mọi số

nguyên i < t. Khi đó:

(i) ExtiR(M/IM,N) là minimax với mọi i < t;

(ii) Giả sử rằng M là R-môđun xạ ảnh và ExttR(M/IM,N) là minimax. Khi đó:

HomR(R/I,Ht
I(M,N)) là minimax.

Chứng minh. (i). Cho F = HomR(M/IM,−) và G = ΓI(−) là hàm tử từ phạm trù

các R -môđun vào chính nó. N là R-môđun, FG(N) = HomR(M/IM,ΓI(N)) ∼=
HomR(M/IM,N). Nếu E là R-môđun nội xạ, khi đó theo ([12, Mệnh đề 2.1.4])

ta có G(E) = ΓI(E) là nội xạ. Do đó: RiF (G(E)) = 0. Áp dụng [52, Định lý 10.47]

có sự tồn tại của dãy phổ:

Ep,q2 = ExtpR(M/IM,Hq
I (N))⇒

p
Extp+qR (M/IM,N)

Cho n < t, ta có một cái lọc Φ các R-môđun con của Hn = Extp+qR (M/IM,N)

như sau

0 = Φn+1Hn ⊆ ΦnHn ⊆ . . . ⊆ Φ1Hn ⊆ Φ0Hn = Hn

sao cho

Ei,n−i∞
∼= ΦiHn/Φi+1Hn

với mọi 0 ≤ i ≤ n (n = p+ q). Theo giả thiết, Ep,q2 là minimax với mọi số nguyên

p ≥ 0, q < 0. Vì Ei,n−i∞ là môđun con của Ei,n−i2 , nên suy ra Ei,n−i∞ là minimax với

mọi 0 ≤ i ≤ n. Vì vậy Φ0Hn = Hn = ExtiR(M/IM,N) là minimax.
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(ii). Chúng ta sẽ dùng phương pháp chứng minh quy nạp theo t. Cho t = 0, ta

có

HomR(R/I,H0
I (M,N)) ∼= HomR(R/I,HomR(M,N)) ∼= HomR(M/IM,N)

Trong trường hợp này, kết quả hoàn toàn đúng theo giả thiết cho.

Ta xét trường hợp t > 0 và đặt N = N/ΓI(N). Khi đó N là R-môđun I-xoắn-tự

do. Theo [12, Mệnh đề 2.1.7] ta có Hi
I(N) ∼= Hi

I(N) với mọi i > 0. Giả thiết nói

lên rằng Hi
I(N) là R-môđun (I,M)-cominimax với mọi i < t. Từ dãy khớp ngắn

0→ ΓI(N)→ N → N → 0 cho dãy khớp dài

· · · → ExtiR(M/IM,ΓI(N))→ ExtiR(M/IM,N)→ ExtiR(M/IM,N)→ . . .

Vì ΓI(N) là R-môđun (I,M)-cominimax và ExtiR(M/IM,N) là minimax, cho

nên theo dãy khớp dài trên thì ExtiR(M/IM,N) là minimax. Bây giờ, ta đặt

E = E(N) là bao nội xạ của N . Khi đó, dãy khớp ngắn 0→ N → E → E/N → 0

cho ta kết quả Hi
I(E/N) ∼= Hi+1

I (N) với mọi i ≥ 0 và Extt−1
R (M/IM,E/N) ∼=

ExttR(M/IM,N). Những đẳng cấu này cho ta kết luận rằng Hi
I(E/N) là R -

môđun (I,M)-cominimax với mọi i < t − 1 và Extt−1
R (M/IM,E/N) là minimax.

Khi đó, theo giả thiết quy nạp HomR(R/I,Ht−1
I (M,E/N)) là minimax. Hơn nữa,

dãy khớp ngắn trên còn cho ta đẳng cấu Hi
I(M,E/N) ∼= Hi+1

I (M,N) với mọi

i ≥ 0. Do đó, ta có kết quả là HomR(R/I,Ht
I(M,N)) là minimax. Mặt khác, từ

dãy khớp ngắn 0→ ΓI(N)→ N → N → 0 sẽ cho chúng ta dãy khớp dài

· · · → Hi
I(M,ΓI(N))→ Hi

I(M,N)→ Hi
I(M,N)→ . . .

Áp dụng [64, Bổ đề 1.1] ta có kết quả Hi
I(M,ΓI(N)) ∼= ExtiR(M,ΓI(N) với mọi

i ≥ 0. Vì M là R-môđun xạ ảnh nên Hi
I(M,ΓI(N)) = 0 với mọi i > 0. Khi đó

Hi
I(M,N) ∼= Hi

I(M,N). Vậy HomR(R/I,Ht
I(M,N)) là minimax.

Hệ quả 4.2.9. Cho t là số nguyên không âm. Cho M là R-môđun xạ ảnh

hữu hạn sinh và N là R-môđun minimax sao cho Hi
I(N) là R-môđun (I,M)-

cominimax với mọi số nguyên i < t. Khi đó HomR(R/I,Ht
I(M,N)) là minimax

và AssR(Ht
I(M,N)) là hữu hạn.
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Chứng minh. Theo Định lý 4.2.8 và Nhận xét 4.1.2, ta có HomR(R/I,Ht
I(M,N))

là minimax và AssR(HomR(R/I,Ht
I(M,N))) là hữu hạn. Mặt khác

AssR(HomR(R/I,Ht
I(M,N))) = V (I) ∩ AssR(Ht

I(M,N)).

Vì Ht
I(M,N) là I-xoắn nên AssR(Ht

I(M,N)) ⊆ V (I).

Nên AssR(HomR(R/I,Ht
I(M,N))) = AssR(Ht

I(M,N)) là hữu hạn.

Hệ quả 4.2.10. Cho t là số nguyên không âm và N là R-môđun minimax

sao cho Hi
I(N) là R-môđun I-cominimax với mọi số nguyên i < t. Khi đó

HomR(R/I,Ht
I(M,N)) là minimax.

Định lý 4.2.11. Cho M là R-môđun xạ ảnh hữu hạn sinh và N là R-môđun. Nếu

Hi
I(M,N)) là R-môđun I-cominimax với mọi i thì ExtiR(M/IM,N) là minimax

với mọi i.

Chứng minh. Bây giờ ta sẽ chứng minh quy nạp theo i. Khi i = 0, ta có

HomR(M/IM,N) ∼= HomR(R/I,HomR(M,N)) ∼= HomR(R/I,H0
I (M,N))

Vì H0
I (M,N) là R-môđun I-cominimax nên HomR(R/I,H0

I (M,N)) là minimax.

Do đó HomR(M/IM,N) là minimax. Cho i > 0, ta xét dãy khớp ngắn

0→ ΓI(N)→ N → N → 0

từ đây cho ta dãy khớp dài

· · · → ExtiR(M/IM,ΓI(N))→ ExtiR(M/IM,N)→ ExtiR(M/IM,N)→ . . .

Vì M là R-môđun xạ ảnh hữu hạn sinh, nên ta có ExtjR(M/IM,ΓI(N)) ∼=
ExtjR(R/I,HomR(M,ΓI(N))) ∼= ExtjR(R/I,ΓI(M,N)) là minimax với mọi j ≥ 0.

Chúng ta cần phải chứng minh ExtjR(M/IM,N) là minimax. Bây giờ, ta đặt

E = E(N) là bao nội xạ của N . Khi đó, dãy khớp ngắn 0→ N → E → E/N → 0

sẽ cho ta các kết quả sau: Hj
I (M,E/N) ∼= Hj+1

I (M,N) và ExtjR(M/IM,E/N) ∼=
Extj+1

R (M/IM,N) với mọi j ≥ 0. Áp dụng giả thiết và chứng minh trên, ta có

Hi
I(M,N) là R-môđun I-cominimax với mọi i. Do đó Hi

I(M,E/N) là R-môđun

I-cominimax với mọi i. Áp dụng giả thiết quy nạp ta có Exti−1
R (M/IM,E/N) là

minimax và do đó ExtiR(M/IM,N) là minimax. Vậy ta kết luận ExtiR(M/IM,N)

là minimax với mọi i.

61



Hệ quả 4.2.12. Cho N là R-môđun sao cho Hi
I(N) là I-cominimax với mọi i.

Khi đó ExtiR(R/I,N) là minimax với mọi i.
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Chương 5

Tập iđêan nguyên tố liên kết, gắn

kết của đối đồng điều địa phương

suy rộng theo một cặp iđêan

Chương 5 trình bày về tập iđêan nguyên tố liên kết, gắn kết của các môđun đối

đồng điều địa phương Hi
I,J(M) và Hi

I(M) được nhóm tác giả công bố trong các

bài báo [47, 62]. Trong đó trình bày rõ về tập iđêan nguyên tố liên kết của đối

đồng điều địa phương theo một cặp iđêan, đối đồng điều địa phương suy rộng

theo một cặp iđêan, các mối liên hệ giữa chúng. Chúng tôi trình bày một số kết

quả về tính hữu hạn tập các iđêan nguyên tố liên kết của các đối đồng điều địa

phương liên quan đến giả thiết của Grothendieck và những vấn đề đặt ra của

Huneke. Trong [67] Grothendieck đưa ra giả thiết: Cho bất kỳ iđêan I của vành

R và bất kỳ R-môđun hữu hạn sinh M, khi đó HomR(R/I,Hi
I(M)) là hữu hạn

sinh, với mọi i. Một câu hỏi đặt ra của Huneke [28]: Nếu M là hữu hạn sinh,

khi đó tập các iđêan nguyên tố liên kết của môđun đối đồng điều địa phương

Hi
I(M) có luôn là hữu hạn? Chúng tôi cũng quan tâm đến tính hữu hạn của tập

các iđêan nguyên tố liên kết của các môđun đối đồng điều địa phương liên quan

mật thiết với chuẩn tổng thể địa phương (local-global-principle) đối với chiều

hữu hạn của G. Faltings [22]. Một điều mà nhiều học giả quan tâm đến giả thiết

của Grothendieck trong [26] và câu hỏi của Huneke và hiện chưa có lời giải trong

trường hợp tổng quát bởi đang có nhiều vấn đề mâu thuẫn được đưa ra trong

[29, 56].
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5.1 Tập iđêan nguyên tố liên kết của đối đồng điều

địa phương theo một cặp iđêan

Chúng tôi nghiên cứu về tính hữu hạn của tập AssR(HomR(R/a, Ht
I,J(M))). Trong

[18, 2.1], Một R-môđun M được gọi là Lasker yếu nếu tập hợp các iđêan nguyên

tối liên kết của bất kỳ môđun thương của M là hữu hạn. Khi đó, tập các iđêan

nguyên tố liên kết của các môđun Lasker yếu là hữu hạn. Trong [40, 2.5], nhóm

tác giả đã chứng minh rằng AssR(HomR(R/I,Ht
I,J(M))) là hữu hạn khi Hi

I,J(M)

là (I, J)-đối hữu hạn yếu với mọi i < t. Từ đây, chúng tôi đã nghiên cứu được

kết quả có tính tổng quát hơn như định lý dưới đây.

Định lý 5.1.1. Cho M là R-môđun và a ∈ W̃ (I, J). Cho t là số nguyên không

âm và k = 0 hoặc k = 1. Nếu Extt+kR (R/a,M) và Extt+1+k−i
R (R/a, Hi

I,J(M)) là

Lasker yếu với i < t thì môđun ExtkR(R/a, Ht
I,J(M)) cũng là Lasker yếu. Trong

trường hợp đặc biệt, tập AssR(HomR(R/a, Ht
I,J(M))) là hữu hạn.

Chứng minh. Cho F (−) := HomR(R/a,−) và G(−) := ΓI,J(−) là các hàm tử

từ tập các R-môđun vào chính nó. Vì M/ΓI,J(M) là (I, J)-xoắn tự do nên nó

là a-xoắn tự do và R/a cũng là a-xoắn. Do đó HomR(R/a,M/ΓI,J(M)) = 0.

Từ dãy khớp ngắn 0 → ΓI,J(M) → M → M/ΓI,J(M) → 0 ta tác động hàm tử

HomR(R/a,−) lên dãy khớp ngắn và được HomR(R/a,ΓI,J(M)) = HomR(R/a,M).

Từ đây ta được FG(M) = HomR(R/a,M) với mọi R-môđun M và G(E) là F -

acyclic phải với bất kỳ R-môđun nội xạ E. Theo [52, 10.47] tồn tại một dãy phổ

Grothendieck

Ej,i2 = ExtjR(R/a, Hi
I,J(M))⇒

j
Extj+iR (R/a,M).

vì Et+1+k−i,i
r là thương con của Et+1+k−i,i

2 nên theo giả thiết Et+1+k−i,i
r là Lasker

yếu với mọi i < t và r ≥ 2. Từ đồng cấu của dãy phổ

0 = Ek−t−2,2t+1
t+2 → Ek,tt+2 → Ek+t+2,−1

t+2 = 0

Ta có được Ek,tt+2 = Ek,tt+3 = . . . = Ek,t∞ . Bây giờ, tồn tại một lọc của Ht+k =

Extt+kR (R/a,M) là

0 = Φt+k+1Ht+k ⊆ Φt+kHt+k ⊆ . . . ⊆ Φ1Ht+k ⊆ Φ0Ht+k = Ht+k
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sao cho

Ei,t+k−i∞
∼= ΦiHt+k/Φi+1Ht+k

với mọi i ≤ t + k. Vì Extt+kR (R/a,M) là Lasker yếu nên Ei,t+k−i∞ cũng là Lasker

yếu với mọi i ≤ t + k. Đặc biệt, Ek,tt+2 = Ek,t∞ là Lasker yếu. Để chứng minh rằng

Ek,tr là Lasker yếu với mọi 2 ≤ r ≤ t + 2, chúng ta sẽ dùng phương pháp chứng

minh quy nạp giảm dần theo r. Giả sử rằng Ek,tr+1 là Lasker yếu và chúng ta xét

các đồng cấu dãy phổ

0→ Ek,tr
dk,tr−→ Ek+r,t−r+1

r .

Lưu ý rằng Kerdk,tr = Ek,tr+1 là Lasker yếu và Imdk,tr là môđun con của môđun

Lasker yếu Ek+r,t−r+1
r . Do đó Ek,tr là Lasker yếu với mọi 2 ≤ r ≤ t+ 2. Từ những

chứng minh trên, ta kết luận Ek,t2 = ExtkR(R/a, Ht
I,J(M)) là Lasker yếu. Đặc biệt

khi k = 0, AssR(HomR(R/a, Ht
I,J(M))) là một tập hữu hạn.

Chúng ta dẫn đến các kết quả tiếp theo sau

Hệ quả 5.1.2. Cho M là R-môđun Lasker yếu và t là số nguyên không âm. Nếu

Hi
I,J(M) là Lasker yếu với mọi i < t thì AssR(HomR(R/a, Ht

I,J(M))) là hữu hạn

với bất kỳ a ∈ W̃ (I, J).

Chứng minh. Điều này được suy ra từ giả thiết rằng ExtjR(R/a, Hi
I,J(M)) là

Lasker yếu với mọi i < t, j ≥ 0. Từ Định lý 5.1.1 chúng ta suy ra được điều

phải chứng minh.

Chúng ta nhắc lại rằng R-môđun K được gọi là (I, J)- đối hữu hạn yếu nếu

SuppR(K) ⊆ W (I, J) và ExtiR(R/I,K) là Lasker yếu với mọi i ≥ 0.

Hệ quả 5.1.3. [40, Định lý 2.5] Cho M là R-môđun Lasker yếu và t là một số

nguyên không âm sao cho Hi
I,J(M) là (I, J)- đối hữu hạn yếu với mọi i < t. Khi

đó HomR(R/I,Ht
I,J(M)) cũng là Lasker yếu. Đặc biệt, AssR(HomR(R/I,Ht

I,J(M)))

là hữu hạn.

Mệnh đề 5.1.4. Cho M là R-môđun Lasker yếu, a ∈ W̃ (I, J) và t là một số

nguyên không âm sao cho Hi
I,J(M) là (I, J)-đối hữu hạn yếu với mọi i < t và

AssR(Ext2
R(R/a, Ht

I,J(M))) là hữu hạn. Khi đó AssR(HomR(R/a, Ht+1
I,J (M))) là hữu

hạn.
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Chứng minh. Từ dãy phổ Grothendieck

Ej,i2 = ExtjR(R/a, Hi
I,J(M))⇒

j
Extj+iR (R/a,M)

Ta xét các đồng cấu dãy phổ

0→ E0,t+1
r

d0,t+1
r→ Er,t−r+2

r

với mọi r ≥ 2. Lưu ý rằng Ker(d0,t+1
t+2 ) = E0,t+1

t+3 = E0,t+1
t+4 = . . . = E0,t+1

∞ và E0,t+1
∞

là đẳng cấu với môđun thương của Extt+1
R (R/a,M). Vì M là Lasker yếu nên ta

có Ker(d0,t+1
t+2 ) là Lasker yếu. Theo giả thiết, Et+2,0

2 là Lasker yếu và do đó Et+2,0
t+2

cũng là Lasker yếu bởi vì Et+2,0
t+2 là thương con của Et+2,0

2 . Điều này dẫn đến

E0,t+1
t+2 là Lasker yếu. Bây giờ, ta dùng phương pháp quy nạp giảm dần để chứng

minh rằng E0,t+1
r là Lasker yếu với mọi 3 ≤ r ≤ t+1. Trước tiên, từ các đồng cấu

0→ E0,t+1
t+1

d0,t+1
t+1→ Et+1,1

t+1

và giả thiết cho, ta kết luận rằng E0,t+1
t+1 là Lasker yếu. Bằng cách giải thích tương

tự, E0,t+1
r là Lasker yếu với mọi 3 ≤ r ≤ t + 1. Đặc biệt, E0,t+1

3 = Ker(d0,t+1
2 ) và

Im(d0,t+1
2 ) ⊆ E2,t

2 có hữu hạn các iđêan nguyên tố liên kết. Do đó, từ đồng cấu

dãy phổ

0→ E0,t+1
2

d0,t+1
2→ E2,t

2

ta có AssR(E0,t+1
2 ) = AssR(HomR(R/a, Ht+1

I,J (M))) là hữu hạn.

Mệnh đề 5.1.5. Cho M là R-môđun và a ∈ W̃ (I, J). Cho t là số nguyên không

âm. Nếu ExtjR(R/a, Hi
I,J(M)) là Lasker yếu với mọi số nguyên i ≥ 0, j ≥ 0 với

i+ j ≤ t thì ExtnR(R/a,M) là Lasker yếu với mọi n ≤ t.

Chứng minh. Ta dùng dãy phổ Grothendieck trong phần chứng minh của Định

lý 5.1.1

Ej,i2 = ExtjR(R/a, Hi
I,J(M))⇒

j
Extj+iR (R/a,M).

Khi đó tồn tại cái lọc Φ của Hn = ExtnR(R/a,M)

0 = Φn+1Hn ⊆ ΦnHn ⊆ . . . ⊆ Φ1Hn ⊆ Φ0Hn = Hn

sao cho

Ei,n−i∞
∼= ΦiHn/Φi+1Hn
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với mọi i ≤ n ≤ t. Vì Ei,n−i∞ là thương con của Ei,n−i2 , theo giả thiết ta suy ra

rằng Ei,n−i∞ là Lasker yếu với mọi i ≤ n. Lưu ý rằng En,0∞ ∼= ΦnHn là Lasker yếu.

Để chứng minh rằng ΦkHn là Lasker yếu với mọi số nguyên không âm k ≤ n

chúng ta cần dùng phương pháp quy nạp giảm dần theo k. Giả sử rằng ΦkHn

là Lasker yếu, nó vẫn đúng cho trường hợp Φk−1Hn là Lasker yếu. Từ dãy khớp

này

0→ ΦkHn → Φk−1Hn → Ek−1,n−k+1
∞ → 0

cho ta kết quả Φk−1Hn là Lasker yếu và khi đó ta có thể kết luận rằng Φ0Hn =

ExtnR(R/a,M) là Lasker yếu.

Định lý tiếp theo cho chúng ta một kết quả liên quan đến tính hữu hạn của

tập AssR(HomR(R/I,Ht
I,J(M))).

Định lý 5.1.6. Cho M là R-môđun Lasker yếu và t là số nguyên không âm thỏa

Hi
I,J(M) là (I, J)-đối hữu hạn yếu với mọi i < t. Khi đó HomR(R/I,Ht

I,J(M))

cũng là Lasker yếu. Đặc biệt, tập AssR(HomR(R/I,Ht
I,J(M))) là hữu hạn.

Chứng minh. Xét các hàm tử F = HomR(R/I,−) và G = ΓI,J(−). Rõ ràng

FG = HomR(R/I,ΓI,J(−)) = HomR(R/I,−).

Nếu E là R-môđun nội xạ thì G(E) là F -acyclic phải. Theo Định lý 1.1.5 ta có

dãy phổ Grothendieck

Ep,q2 = ExtpR(R/I,Hq
I,J(M))⇒

p
Extp+qR (R/I,M).

Theo giả thiết Ep,q2 là Lasker yếu với mọi p ≥ 0 và 0 ≤ q < t. Do đó Ep,q∞ cũng

là Lasker yếu bởi vì Ep,q∞ là thương con của Ep,q2 . Tiếp theo, tồn tại lọc Φ là các

môđun con của Ht = ExttR(R/I,M)

0 = Φt+1Ht ⊆ ΦtHt ⊆ . . . ⊆ Φ1Ht ⊆ Φ0Ht = Ht

thỏa mãn

Ei,t−i∞
∼= ΦiHt/Φi+1Ht

với mọi i ≤ t. Từ dãy khớp ngắn

0→ Φ1Ht → Ht → E0,t
∞ → 0
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suy ra E0,t
∞ là Lasker yếu vì Ht = ExttR(R/I,M) là Lasker yếu.

Xét các đồng cấu của dãy phổ

E−k,t+k−1
k

d−k,t+k−1

−→ E0,t
k

d0,t−→ Ek,t+1−k
k .

Vì E−k,t+k−1
k = 0 với mọi k ≥ 2 nên Kerd0,t

k = E0,t
k+1 và Ek,t+1−k

k = 0 với mọi

k ≥ t + 2. Suy ra E0,t
t+2 = E0,t

t+3 = . . . = E0,t
∞ và do đó E0,t

t+2 là Lasker yếu. Từ các

đồng cấu dãy phổ

0 −→ E0,t
k+2 −→ E0,t

k+1
d0,t−→ Ek+1,t−k

k+1

cho ta kết quả E0,t
k+1 là Lasker yếu với mọi 1 ≤ k ≤ t.

Đặc biệt, E0,t
2 = HomR(R/I,Ht

I,J(M)) là Lasker yếu.

Từ Định lý 5.1.6, ta có một Hệ quả sau.

Hệ quả 5.1.7. Cho M là R-môđun Lasker yếu và t một số nguyên không

âm. Nếu Hi
I,J(M) là Lasker yếu với mọi i < t thì HomR(R/I,Ht

I,J(M)/N) cũng

là Lasker yếu, với N là R-môđun con Lasker yếu của Ht
I,J(M). Đặc biệt, tập

AssR(HomR(R/I,Ht
I,J(M)/N)) là hữu hạn.

Chứng minh. Dãy khớp ngắn

0→ N → Ht
I,J(M)→ Ht

I,J(M)/N → 0

cảm sinh dãy khớp dài

· · · → HomR(R/I,Ht
I,J(M))→ HomR(R/I,Ht

I,J(M)/N)→ Ext1
R(R/I,N)→ · · · .

Theo Bổ đề 2.1.2(ii), Ext1
R(R/I,N) là một R-môđun Lasker yếu. Định lý 5.1.6

suy ra HomR(R/I,Ht
I,J(M)) cũng là Lasker yếu. Khi đó HomR(R/I,Ht

I,J(M)/N)

là Lasker yếu.

5.2 Tập iđêan nguyên tố liên kết của đối đồng điều

địa phương suy rộng theo một cặp iđêan

Mệnh đề 5.2.1. Cho M là hữu hạn sinh và t là số nguyên không âm. Nếu N là

Lasker yếu và Hi
I,J(M,N) là Lasker yếu với mọi i < t thì HomR(R/a, Ht

I,J(M,N))

là Lasker yếu với mọi a ∈ W̃ (I, J).
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Chứng minh. Chúng ta sẽ chứng minh quy nạp theo t. Khi t = 0, ta có

HomR(R/a, H0
I,J(M,N)) ∼= HomR(R/a,HomR(M,ΓI,J(N))).

Vì ΓI,J(N) ⊆ N nên ta có HomR(R/a, H0
I,J(M,N)) là Lasker yếu theo giả thiết.

Cho t > 0 và N = N/ΓI,J(N), ta có dãy khớp ngắn

0→ ΓI,J(N)→ N → N → 0

cảm sinh ra dãy khớp dài

· · · → Ht
I,J(M,ΓI,J(N))

f→ Ht
I,J(M,N)

g→ Ht
I,J(M,N)→ · · · .

Dãy khớp dài này cho chúng ta dãy khớp

0→ Imf → Ht
I,J(M,N)→ Img → 0

và

0→ Img → Ht
I,J(M,N)

h→ Ht+1
I,J (M,ΓI,J(N))→ · · · .

Bằng cách áp dụng hàm tử HomR(R/a,−) cho các dãy khớp trên, ta thu được
các dãy khớp

0→ HomR(R/a, Imf)→ HomR(R/a, Ht
I,J(M,N))→ HomR(R/a, Img)→ · · ·

và
0→ HomR(R/a, Img)→ HomR(R/a, Ht

I,J(M,N))→ HomR(R/a, Imh)→ · · · .

Từ [40, 2.6] suy ra rằng Hi
I,J(M,ΓI,J(N)) ∼= ExtiR(M,ΓI,J(N)) với mọi i ≥ 0. Vì

N là một R-môđun Lasker yếu nên Hi
I,J(M,ΓI,J(N)) là Lasker yếu với mọi i ≥ 0.

Suy ra Imf, Imh là Lasker yếu. Vì vậy, việc chứng minh sẽ hoàn thành bằng cách

chứng minh rằng

HomR(R/a, Ht
I,J(M,N)) là Laker yếu. Vì N is (I, J)-xoắn-tự do nên N cũng

là a-xoắn-tự do. Khi đó có một phần tử N-chính quy x ∈ a. Từ đây, dãy khớp

ngắn

0→ N
.x→ N → N/xN → 0

cảm sinh ra dãy khớp dài sau

· · ·Ht−1
I,J (M,N)

α→ Ht−1
I,J (M,N/xN)

β→ Ht
I,J(M,N)

.x→ Ht
I,J(M,N) · · · .
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Theo giả thiết Hi
I,J(M,N) là Lasker yếu với mọi i < t, vì vậy Hi

I,J(M,N/xN) với

mọi i < t − 1. Từ giả thiết quy nạp ta suy ra rằng HomR(R/a, Ht−1
I,J (M,N/xN))

là Lasker yếu. Dãy khớp dài cảm sinh dãy khớp sau

0→ HomR(R/a, Imα)→ HomR(R/a, Ht−1
I,J (M,N/xN))→

→ HomR(R/a, Imβ)→ Ext1
R(R/a, Imα) · · · .

Vì Imα là Lasker yếu nên HomR(R/a, Imβ) cũng là Lasker yếu. Bằng cách áp

dụng hàm tử HomR(R/a,−) cho dãy khớp sau

0→ Imβ → Ht
I,J(M,N)

.x→ Ht
I,J(M,N)

ta được HomR(R/a, Imβ) ∼= HomR(R/a, Ht
I,J(M,N)) và việc chứng minh được kết

thúc.

Trong [35, 2.4], nếuM,N là các R-môđun hữu hạn sinh sao cho SuppR(Hi
I(M,N))

là hữu hạn với mọi i < t, khi đó AssR(Ht
I(M,N)) là hữu hạn. Bây giờ, ta sẽ mở

rộng tính chất này trong trường hợp N là Lasker yếu và Hi
I,J(M,N) có giá hữu

hạn với mọi i < t.

Định lý 5.2.2. Cho M là R-môđun hữu hạn sinh và N là R-môđun tùy ý. Cho t

là một số nguyên không âm sao cho SuppR(Hi
I,J(M,N)) là hữu hạn với mọi i < t.

Khi đó

(i) SuppR(Hi
a(M,N)) là hữu hạn với mọi i < t và a ∈ W̃ (I, J).

(ii) Nếu N là Lasker yếu thì AssR(Ht
a(M,N)) là hữu hạn với mọi a ∈ W̃ (I, J).

Đặc biệt, AssR(Ht
I(M,N)) là tập hữu hạn.

Chứng minh. (i) Cho F = Γa(−) và G = ΓI,J(M,−) là các hàm tử từ phạm trù

các R-môđun vào chính nó. Do đó, ta có

FG(N) = Γa(ΓI,J(M,N)) = Γa(ΓI,J(HomR(M,N)))

= Γa(HomR(M,N)) = Γa(M,N).

Nếu E là một R-môđun nội xạ, khi đó ΓI,J(E) cũng là R-môđun nội xạ. Do đó

RiF (G(E)) = RiΓa(ΓI,J(M,E)) ∼= RiΓa(HomR(M,ΓI,J(E))) = 0
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với mọi i > 0. Theo [52, 10.47] tồn tại một dãy phổ Grothendieck

Ep,q2 = Hp
a (Hq

I,J(M,N))⇒
p
Hp+q

a (M,N).

Từ giả thiết ta suy ra rằng SuppR(Ep,q2 ) là hữu hạn với mọi q < t, p ≥ 0. Điều này

dẫn đến SuppR(Ep,q∞ ) là hữu hạn với mọi q < t, p ≥ 0, vì Ep,q∞ là một thương con

của Ep,q2 . Cho n < t, có một lọc Φ các môđun con của Hn = Hn
a (M,N)

0 = Φn+1Hn ⊆ ΦnHn ⊆ . . . ⊆ Φ1Hn ⊆ Φ0Hn = Hn
a (M,N)

sao cho

Ei,n−i∞
∼= ΦiHn/Φi+1Hn

với mọi i ≤ n. Bằng cách quy nạp giảm dần theo i, ta kết luận rằng SuppR(ΦiHn)

là hữu hạn với mọi i ≤ n. Đặc biệt, SuppR(Hn
a (M,N)) là hữu hạn.

(ii) Ta xét đồng cấu của dãy phổ

0 = E−t−2,2t+1
t+2

d−t−2,2t+1
t+2−→ E0,t

t+2

d0,tt+2−→ Et+2,−1
t+2 = 0.

Suy ra E0,t
t+2 = E0,t

t+3 = . . . = E0,t
∞ . Khi đó sẽ tồn tại một lọc Φ các môđun con của

Ht = Ht
a(M,N)

0 = Φt+1Ht ⊆ ΦtHt ⊆ . . . ⊆ Φ1Ht ⊆ Φ0Ht = Ht
a(M,N)

sao cho

Ei,t−i∞
∼= ΦiHt/Φi+1Ht

với mọi i ≤ t. Bằng cách quy nạp giảm dần theo i, ta kết luận SuppR(ΦiHt) là

hữu hạn với mọi 0 < i ≤ t. Dãy khớp ngắn

0→ Φ1Ht → Φ0Ht → E0,t
∞ → 0

suy ra

AssR(Ht
a(M,N)) ⊆ AssR(Φ1Ht) ∪ AssR(E0,t

∞ ) = AssR(Φ1Ht) ∪ AssR(E0,t
t+2).

Vì vậy, ta chứng minh rằng AssR(E0,t
t+2) là hữu hạn. Bây giờ, ta sẽ chứng minh

rằng AssR(E0,t
r ) là hữu hạn bằng cách quy nạp theo r, với 2 ≤ r ≤ t+ 2.
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Khi r = 2, Ta có kết quả

AssR(E0,t
2 ) = AssR(Γa(H

t
I,J(M,N)))

= AssR(HomR(R/a,Γa(H
t
I,J(M,N))))

= AssR(HomR(R/a, Ht
I,J(M,N))).

Từ giả thiết ta suy ra rằng Hi
I,J(M,N) là Lasker yếu với mọi i < t. Do đó,

HomR(R/a, Ht
I,J(M,N)) là Lasker yếu với mọi a ∈ W̃ (I, J) theo Mệnh đề 5.2.1.

Đặc biệt, AssR(HomR(R/a, Ht
I,J(M,N))) là hữu hạn. Giả sử rằng AssR(E0,t

r ) là

hữu hạn, ta sẽ chứng minh AssR(E0,t
r+1) là hữu hạn. Chúng ta sẽ xem xét đồng

cấu của dãy phổ sau

0 = E−r,t+r−1
r

d−r,t+r−1
r−→ E0,t

r
d0,tr−→ Er,t−r+1

r .

Vì E0,t
r+1 = Kerd0,t

r ⊆ E0,t
r , theo giả thiết quy nạp ta suy ra rằng AssR(E0,t

r+1) là

hữu hạn. Do đó, AssR(E0,t
t+2) là hữu hạn và việc chứng minh đã kết thúc.

Hệ quả 5.2.3. Cho M,N là hai R-môđun hữu hạn sinh và t là một số nguyên

không âm. Giả sử rằng Hi
I,J(M,N) là artin với mọi i < t. Khi đó AssR(Ht

a(M,N))

là hữu hạn với mọi a ∈ W̃ (I, J). Đặc biệt, AssR(Ht
I(M,N)) là tập hữu hạn.

Định lý sau sẽ cho chúng ta biết câu hỏi: Khi nào thì tập hợp AssR(Ht
I,J(M,N))

là hữu hạn?

Định lý 5.2.4. Cho M là R-môđun hữu hạn sinh, N là R-môđun tùy ý và t là

một số nguyên không âm thỏa mãn điều kiện

(i) AssR(Ht
I,J(N)) là một tập hợp hữu hạn;

(ii) Extt−iR (M,Hi
I,J(N)) là Lasker yếu với mọi i < t.

Khi đó AssR(Ht
I,J(M,N)) là hữu hạn.

Chứng minh. Cho F = HomR(M,−) và G = ΓI,J(−) là các hàm tử từ tập các

R-môđun vào chính nó. Rõ ràng ta có FG(N) = ΓI,J(M,N) với mọi R-môđun

N. Hơn nữa, nếu E là một R-môđun nội xạ, khi đó G(E) = ΓI,J(E) cũng là nội
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xạ. Do đó G(E) là F -không tuần hoàn phải. Theo [52, 10.47], tồn tại dãy phổ

Grothendieck

Ep,q2 = ExtpR(M,Hq
I,J(N))⇒

p
Hp+q
I,J (M,N).

Khi đó có một lọc Φ của các môđun con của Ht = Ht
I,J(M,N)

0 = Φt+1Ht ⊆ ΦtHt ⊆ . . . ⊆ Φ0Ht = Ht

sao cho

Ei,t−i∞
∼= ΦiHt/Φi+1Ht

với mọi i ≤ t. Theo giả thiết Ei,t−i2 là Lasker yếu với mọi 0 < i ≤ t. Khi đó Ei,t−i∞

là Lasker yếu với mọi 0 < i ≤ t, vì Ei,t−i∞ là thương con của Ei,t−i2 . Suy ra rằng

ΦtHt,Φt−1Ht, . . . ,Φ1Ht là Lasker yếu. Dãy khớp ngắn sau

0→ Φ1Ht → Ht → E0,t
∞ → 0

cho ta kết quả

AssR(Ht
I,J(M,N)) ⊆ AssR(Φ1Ht) ∪ AssR(E0,t

∞ ).

Lưu ý rằng E0,t
∞ là một môđun con của E0,t

2 = HomR(M,Ht
I,J(N)). Theo giả

thiết, AssR(HomR(M,Ht
I,J(N))) = SuppR(M) ∩AssR(Ht

I,J(N)) là hữu hạn. Vì vậy

AssR(E0,t
∞ ) là hữu hạn và việc chứng minh đã kết thúc.

Hệ quả 5.2.5. Cho M là R-môđun hữu hạn sinh, N là R-môđun tùy ý và t là số

nguyên không âm. Giả sử rằng Hi
I,J(N) là Lasker yếu với mọi i < t và Ht

I,J(N)

có hữu hạn các iđêan nguyên tố liên kết. Khi đó AssR(Ht
I,J(M,N)) là hữu hạn.

Bây giờ ta sẽ xem xét mối liên hệ tính hữu hạn của giá của ExtiR(M,N) và

giá của Hi
I,J(M,N).

Định lý 5.2.6. Cho M là R-môđun hữu hạn sinh, N là một R-môđun tùy ý và

t là một số nguyên không âm sao cho SuppR(ExtiR(M,N)) là hữu hạn với mọi

i < t. Khi đó:

(i) SuppR(Hi
I,J(M,N)) là hữu hạn với mọi i < t.

(ii) Nếu AssR(ExttR(M,N)) ∩ W (I, J) là hữu hạn thì AssR(Ht
I,J(M,N)) là hữu

hạn.
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Chứng minh. Cho F = ΓI,J(−) và G = HomR(M,−) là các hàm tử từ tập các

R-môđun vào chính nó. Ta có FG = ΓI,J(HomR(M,−)) = ΓI,J(M,−). Nếu E là

R-môđun nội xạ thì ΓI,J(E) cũng R-môđun nội xạ. Cho F• là một phép giải tự

do của M

F• : · · · → F2 → F1 → F0 →M → 0.

Bằng cách áp dụng hàm tử HomR(−,ΓI,J(E)) cho dãy khớp trên, ta nhận được

dãy khớp

0→ HomR(M,ΓI,J(E))→ HomR(F0,ΓI,J(E))→ HomR(F1,ΓI,J(E))→ · · · .

Vì M là hữu hạn sinh, khi đó dãy khớp có thể được viết lại

0→ ΓI,J(HomR(M,E))→ ΓI,J(HomR(F0, E))→ ΓI,J(HomR(F1, E))→ · · · .

Lưu ý rằng HomR(F•, E) là một phép giải nội xạ của HomR(M,E). Khi đó

RiF (G(E)) = Hi
I,J(HomR(M,E)) = 0 với mọi i > 0. Áp dụng [52, 10.47], tồn tại

một dãy phổ Grothendieck

Ep,q2 = Hp
I,J(ExtqR(M,N))⇒

p
Hp+q
I,J (M,N).

(i) Cho n < t, tồn tại một cái lọc Φ các môđun con của Hn = Hn
I,J(M,N)

0 = Φn+1Hn ⊆ ΦnHn ⊆ . . . ⊆ Φ1Hn ⊆ Φ0Hn = Hn

sao cho

Ei,n−i∞
∼= ΦiHn/Φi+1Hn

với mọi i ≤ n. Theo giả thiết SuppR(Ep,q2 ) là hữu hạn với mọi p ≥ 0, q < t. Vì Ep,q∞ là

thương con của Ep,q2 nên ta có SuppR(Ep,q∞ ) là hữu hạn với mọi p ≥ 0, q < t. Tương

tự, SuppR(ΦiHn) là hữu hạn với mọi 0 ≤ i ≤ n. Đặc biệt, SuppR(Hn
I,J(M,N)) là

hữu hạn.

(ii) Theo cách giải thích tương tự, ta có SuppR(ΦiHt) là hữu hạn với mọi

0 < i ≤ t. Từ dãy khớp ngắn 0→ Φ1Ht → Ht
I,J(M,N)→ E0,t

∞ → 0 ta có được kết

quả

AssR(Ht
I,J(M,N)) ⊆ AssR(Φ1Ht) ∪ AssR(E0,t

∞ ).

Lưu ý rằng E0,t
∞ là môđun con của E0,t

2 = ΓI,J(ExttR(M,N)). Theo [58, 1.10], ta

có AssR(E0,t
2 ) = AssR(ExttR(M,N)) ∩W (I, J) là hữu hạn. Từ những chứng minh

trên ta suy ra rằng AssR(E0,t
∞ ) là hữu hạn và điều này đã kết thúc việc chứng

minh.
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5.3 Tập iđêan nguyên tố gắn kết của đối đồng điều

địa phương suy rộng bậc lớn nhất theo một cặp

iđêan

Mục này chúng tôi đã hiện thực hóa lại kết quả đạt được trong [47]. Trong

trường hợp (R,m) là vành địa phương, chúng ta được chứng minh bởi [40,

3.1] là Hp+d
I,J (M,N) là Artin, với p = pdM < ∞ và d = dimN < ∞. Do đó,

môđun Hp+d
I,J (M,N) có một biểu diễn thứ cấp. Bây giờ ta sẽ trình bày về tập

AttR(Hp+d
I,J (M,N)) thông qua định lý dưới đây

Định lý 5.3.1. Cho (R,m) là vành địa phương và M,N là các R-môđun hữu

hạn sinh với p = pdM < ∞ và d = dimN < ∞. Khi đó AttR(Hp+d
I,J (M,N)) =

AttR(Hp+d
I (M,N/JN)) và

AttR(Hp+d
I,J (M,N)) = {p ∈ AssR(N/JN) | cd(I,M,R/p) = p+ d}.

Để chứng minh Định lý 5.3.1 chúng ta cần chứng minh các kết quả sau:

Bổ đề 5.3.2. Cho M,N là các R-môđun hữu hạn sinh và t là một số nguyên

không âm. Nếu Ht
I,J(M,R/p) = 0 với mọi p ∈ SuppR(N) thì Ht

I,J(M,N) = 0.

Chứng minh. Vì N là R-môđun hữu hạn sinh, nên tồn tại dãy các môđun con

của N

0 = N0 ⊆ N1 ⊆ N2 ⊆ . . . ⊆ Nk = N

sao cho Ni/Ni−1
∼= R/pi với một số pi ∈ SuppR(N). Dãy khớp ngắn

0→ Ni−1 → Ni → R/pi → 0

cho dãy khớp Ht
I,J(M,Ni) ∼= Ht

I,J(M,Ni−1) với 1 ≤ i ≤ k theo giả thiết. Do đó

Ht
I,J(M,N) ∼= Ht

I,J(M,N0) = 0.

Từ đây chúng ta có một hệ quả của Bổ đề 5.3.2.

Hệ quả 5.3.3. Cho M,N là các R-môđun hữu hạn sinh và t là một số nguyên

không âm. Giả sử rằng Ht
I,J(M,R/p) = 0 với mọi p ∈ SuppR(N) và L là một

R-môđun hữu hạn sinh sao cho SuppR(L) ⊆ SuppR(N). Khi đó Ht
I,J(M,L) = 0.
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Bổ đề 5.3.4. ChoM,N là các môđun hữu hạn sinh. Giả sử ExtiR(M,Hj
I,J(N)) = 0

với mọi i > p hoặc j > r. Khi đó

Hp+r
I,J (M,N) ∼= ExtpR(M,Hr

I,J(N)).

Chứng minh. Cho G(−) := ΓI,J(−) và F (−) := HomR(M,−) là các hàm tử từ

phạm trù các R-môđun vào chính nó. Khi đó FG(−) = ΓI,J(M,−) và F là hàm

tử khớp trái. Nếu E là một R-môđun nội xạ thì

RiF (G(E)) = RiHomR(M,ΓI,J(E)) = 0

với mọi i > 0, vì ΓI,J(E) là một R-môđun nội xạ. Áp dụng [52, 10.47] tồn tại

một dãy phổ Grothendieck

Ei,j2 = ExtiR(M,Hj
I,J(N)) =⇒

i
Hi+j
I,J (M,N).

Ta xét các đồng cấu của dãy phổ

Ep−k,r+k−1
k → Ep,rk → Ep+k,r+1−k

k .

Theo giả thiết, ta có Ei,j2 = 0 với mọi i > p or j > r. Khi đó Ep−k,r+k−1
k =

Ep+k,r+1−k
k = 0 với mọi k ≥ 2, vì vậy

Ep,r2 = Ep,r3 = ... = Ep,r∞ .

Việc chứng minh sẽ kết thúc bằng cách chứng minh rằng Ep,r∞ ∼= Hp+r
I,J (M,N).

Thật vậy, tồn tại một cái lọc Φ của Hp+r = Hp+r
I,J (M,N) sao cho

0 = Φp+r+1Hp+r ⊆ Φp+rHr+d ⊆ . . . ⊆ Φ1Hp+r ⊆ Φ0Hp+r = Hp+r
I,J (M,N)

và

Ei,p+r−i∞
∼= ΦiHp+r/Φi+1Hp+r, 0 ≤ i ≤ p+ r.

Theo giả thiết trên, ta có Ei,p+r−i2 = ExtiR(M,Hp+r−i
I,J (N)) = 0 với mọi i 6= p. Do

đó

Φp+1Hp+r = Φp+2Hp+r = . . . = Φp+r+1Hp+r = 0

và

ΦpHp+r = Φp−1Hp+r = . . . = Φ0Hp+r = Hp+r
I,J (M,N).
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Dẫn đến kết quả

Ep,r∞
∼= ΦpHp+r/Φp+1Hp+r ∼= Hp+r

I,J (M,N).

Việc chứng minh được hoàn thành.

Theo [14, 2.1], nếu (R,m) là một vành địa phương và N là hữu hạn sinh với

d = dimN thì Hd
I,J(N) là Artin. Một kết quả khác, Hi

I,J(N) = 0 vơi mọi i > dimN

([58, 4.7 (1)]). Do đó, kết quả sau đây như là một hệ quả của Bổ đề 5.3.4.

Hệ quả 5.3.5. ([40, 3.1]) Cho M,N là các môđun hữu hạn sinh trên vành

địa phương (R,m). Giả sử rằng p = pdM < ∞ và d = dimN < ∞. Khi đó

Hp+d
I,J (M,N) ∼= ExtpR(M,Hd

I,J(N)). Hơn nữa Hp+d
I,J (M,N) là Artin.

Cận trên đúng của tất cả các số nguyên i thỏa mãn Hi
I,J(M,N) 6= 0, được ký

hiệu bởi cd(I, J,M,N), được gọi là chiều đối đồng điều của M,N tương ứng theo

cặp iđêan (I, J)

cd(I, J,M,N) = sup{i | Hi
I,J(M,N) 6= 0}.

Nếu N là hữu hạn sinh, một sự kết hợp giữa Bổ đề 5.3.4 với [58, 4.7] ta kết luận

rằng

cd(I, J,M,N) ≤ min{pdM + dimN, pdM + dimN/JN + 1}.

Chúng ta cũng sẽ gọi chiều đối đồng điều của N tương ứng theo một cặp iđêan

(I, J) và được định nghĩa như trong([14])

cd(I, J,N) = sup{i | Hi
I,J(N) 6= 0}.

Bổ đề 5.3.6. Cho M,N,L là các R-môđun hữu hạn sinh sao cho pdM <

∞ và SuppR(L) ⊆ SuppR(N). Khi đó cd(I, J,M,L) ≤ cd(I, J,M,N). Hơn nữa

cd(I, J,M,N) = cd(I, J,M,L) nếu SuppR(N) = SuppR(L).

Chứng minh. Việc chứng minh bổ đề này hoàn toàn tương tự như đã được chứng

minh trong [5, Định lý B].

Bây giờ chúng ta bắt đầu chứng minh Định lý 5.3.1.
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Chúng minh Định lý 5.3.1. Ghi nhớ rằng Hi
I,J(M,N) = 0 vơi mọi i > p + d.

Nếu Hp+d
I,J (M,N) = 0, thì cd(I, J,M,N) < p + d và AttR(Hp+d

I,J (M,N)) = ∅.

Cho p ∈ AssR(N/JN), khi đó R/p là J-xoắn. Theo kết quả của [40, 2.7] ta có

Hi
I,J(M,R/p) ∼= Hi

I(M,R/p) với mọi i ≥ 0.Vì p ∈ SuppR(N), ta có cd(I, J,M,R/p) ≤

cd(I, J,M,N) < p+ d theo Hệ quả 5.3.3 và Bổ đề 5.3.6. Do đó Hp+d
I (M,R/p) = 0

và khi đó

{p ∈ AssR(N/JN) | cd(I,M,R/p) = p+ d} = ∅.

Chúng ta giả sử rằng Hp+d
I,J (M,N) 6= 0. Theo Bổ đề 5.3.4, ta được kết quả

AttR(Hp+d
I,J (M,N)) = AttR(ExtpR(M,Hd

I,J(N))).

Vì ExtpR(M,−) là hàm tử khớp trái hiệp biến, nên có các đẳng cấu

ExtpR(M,Hd
I,J(N)) ∼= ExtpR(M,R)⊗R Hd

I,J(N).

Theo kết quả từ Bổ đề 1.2.4(ii) ta có

AttR(Hp+d
I,J (M,N)) = AttR(Hd

I,J(N)) ∩ SuppRExtpR(M,R).

Áp dụng [15, 2.1], ta được

AttR(Hd
I,J(N)) = AttR(Hd

I (N/JN)).

Từ đây cho ta kết quả

AttR(Hp+d
I,J (M,N)) = AttR(Hd

I (N/JN)) ∩ SuppRExtpR(M,R)

= AttR(ExtpR(M,R)⊗R Hd
I (N/JN))

= AttR(ExtpR(M,Hd
I (N/JN))

= AttR(Hp+d
I (M,N/JN)).

Chúng ta cũng biết theo [24, 2.3] ta có

AttR(Hp+d
I (M,N/JN)) = {p ∈ AssR(N/JN) | cd(I,M,R/p) = p+ d}.

Do đó, chúng ta kết luận rằng

AttR(Hp+d
I,J (M,N)) = {p ∈ AssR(N/JN) | cd(I,M,R/p) = p+ d},

và việc chứng minh được hoàn thành.
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Mệnh đề 5.3.7. Cho (R,m) là vành địa phương và M,N là các R-môđun hữu

hạn sinh với pdM = p < ∞ và dimN = d < ∞. Giả sử rằng I + J là m-nguyên

sơ và dimN = d > 0. Khi đó Hp+d
I,J (M,N) = 0 hoặc Hp+d

I,J (M,N) không là môđun

hữu hạn sinh.

Chứng minh. Theo cách chứng minh của [40, 3.4] ta có Hi
I,J(M,N) ∼= Hi

m,J(M,N)

với mọi i ≥ 0. Hơn nữa

AttR(Hp+d
m,J (M,N)) ⊆ AttR(Hd

m,J(N))

⊆ AttR(Hd
m(N)) (theo [15, 2.1])

= {p ∈ AssR(N) | dimR/p = d}.

Vì dimN = d > 0, ta có AttR(Hp+d
m,J (M,N)) 6⊆ {m}.

Nếu Hp+d
m,J (M,N) 6= 0 và do đó nó hữu hạn sinh thì chiều dài của nó là hữu hạn.

Do đó AttR(Hp+d
m,J (M,N)) = {m}, điều này là hoàn toàn mâu thuẫn.

Mệnh đề 5.3.8. Cho (R,m) là vành địa phương và M,N là các R-môđun hữu

hạn sinh với pdM = p < ∞, dimN = d < ∞. Cho I1, I2 là các iđêan phân biệt

của R sao cho I1 ⊆ I2. Khi đó AttR(Hp+d
I1,J

(M,N)) ⊆ AttR(Hp+d
I2,J

(M,N)).

Chứng minh. Từ [15, 2.5], sẽ có một đồng cấu toàn ánh

Hd
I2,J(N)→ Hd

I1,J(N).

Bằng cách áp dụng hàm tử khớp phải ExtpR(M,−) cho đồng cấu trên, ta có một

dãy khớp

ExtpR(M,Hd
I2,J(N))→ ExtpR(M,Hd

I1,J(N))→ 0.

Do đó, kết quả được khẳng định bằng cách áp dụng Hệ quả 5.3.5 và Bổ đề

1.2.4(ii).

Bổ đề 5.3.9. Cho N là R-môđun hữu hạn sinh và t là một số nguyên không

âm sao cho cd(I, J,N) ≤ t. Khi đó Ht
I,J(N/aN) ∼= Ht

I,J(N)/aHt
I,J(N). Trường hợp

đặc biệt, nếu a ∈ SuppR(N) thì

Ht
I,J(N/aN) ∼= Ht

I,J(R/a)⊗R N.
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Chứng minh. Cho S = R/AnnR(N), từ kết quả của [58, 2.7] ta suy ra rằng có một

đẳng cấu Hi
I,J(N) ∼= Hi

IS,JS(N) với mọi i ≥ 0. Vì rằng cd(IS, JS, S) = cd(I, J,N),

do đó Hi
IS,JS(S) = 0 với mọi i > t theo giả thiết. Từ đây dẫn đến Hi

IS,JS(N) = 0

với mọi S-môđun N và i > t. Vì vậy Ht
IS,JS(−) là một hàm tử khớp phải trên

tập các S-môđun. Bây giờ ta có

Ht
I,J(N/aN) ∼= Ht

IS,JS(N/aN)

∼= Ht
IS,JS(S ⊗S N/aN)

∼= Ht
IS,JS(S)⊗S N/aN

∼= Ht
IS,JS(S)⊗S (N ⊗R R/a)

∼= Ht
IS,JS(S ⊗S N)⊗R R/a

∼= Ht
IS,JS(N)⊗R R/a

∼= Ht
I,J(N)⊗R R/a ∼= Ht

I,J(N)/aHt
I,J(N).

Nếu a ∈ SuppR(N), thì R/a cũng là một S-môđun. Từ chứng minh trên, ta có

Ht
I,J(N/aN) ∼= Ht

IS,JS(S)⊗S (R/a⊗R N) ∼= Ht
I,J(R/a)⊗R N,

và Bổ đề đã được chứng minh.

Bây giờ ta kết hợp kết quả của [58, 4.5] với Bổ đề 5.3.9, ta có một kết quả

về tính Artin của các môđun đối đồng điều địa phương suy rộng.

Định lý 5.3.10. Cho (R,m) là vành địa phương và M,N là các R-môđun hữu

hạn sinh. Giả sử rằng I + J là m-nguyên sơ và p = pdM, t = dimN/JN. Khi đó

Hp+t
I,J (M,N)/JHp+t

I,J (M,N) là Artin.

Chứng minh. Từ Bổ đề 5.3.4 ta có Hp+t
I,J (M,N) ∼= ExtpR(M,Ht

I,J(N)), bởi vì

Hi
I,J(N) = 0 với mọi i > t. Kết hợp tính khớp phải của hàm tử ExtpR(M,−)

với Bổ đề 5.3.9, ta được

Hp+t
I,J (M,N)/JHp+t

I,J (M,N) ∼= ExtpR(M,Ht
I,J(N)/JHt

I,J(N)).

Theo [14, 2.3], Ht
I,J(N)/JHt

I,J(N) là Artin và ta có được điều phải chứng minh.
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Chương 6

Kết quả và bàn luận

Nội dung của Luận án quan tâm nghiên cứu các tính chất của đối đồng điều địa

phương theo một cặp iđêan và đối đồng điều địa phương suy rộng theo một cặp

iđêan nhằm nghiên cứu cụ thể một số tính chất như: Tính Artin, tính Lasker

yếu, tính hữu hạn, tính minimax, và tập các iđêan nguyên tố liên kết, gắn kết

của chúng. Những kết quả này đã được gửi đăng ở các tạp chí trong danh mục

SCI, SCIE thuộc hệ thống danh mục ISI và những tạp chí khoa học có uy tín

trong nước. Kết quả của Luận án là sự cụ thể hóa một cách chi tiết nội dung

của bài báo [45, 46, 47, 62] đã được tác giả công bố trong thời gian qua. Sau

đây, chúng tôi đi liệt kê một cách có thứ tự những kết quả quan trọng đạt được

trong Luận án như sau:

1. Theo Mệnh đề 2.1.7 ta có Hi
I,J(M) là (I, J)-đối Lasker yếu với mọi i ≤ t.

Khi đó ExtiR(R/I,M) là J-Lasker yếu với mọi i ≤ t.

2. Nếu ExtnR(R/I,M) là J- Lasker yếu thì HomR(R/I,Hn
I,J(M)) là J- Lasker

yếu; nếu Extn+1
R (R/I,M) là một R-môđun J-Lasker yếu thì Ext1

R(R/I,Hn
I,J(M))

là J-Lasker yếu; nếu Extn+1
R (R/I,M) và Extn+2

R (R/I,M) là J-Lasker yếu thì

HomR(R/I,Hn+1
I,J (M)) là J-Lasker yếu(Định lý 2.1.9).

3. Định lý 2.1.10 cho rằng nếu Hi
I,J(M) là (I, J)-đối Lasker yếu thì Hn

I,J(M)

là (I, J)-đối Lasker yếu.

4. Tính hữu hạn theo Định lý 2.2.7: ExtiR(R/I,M) là Lasker yếu. Khi đó

Ht
I,J(M) cũng là (I, J)-đối hữu hạn yếu (Định lý 2.2.8).
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5. Ta cóHd
I,J(M) là Artin. Khi đó SuppR(Hd

I,J(M)) và SuppR(Hd−1
I,J (M)/JHd−1

I,J (M))

là hữu hạn (Định lý 3.1.1).

6. Theo Mệnh đề 3.1.3, nếu Hi
I,J(R/p) là một Artin yếu thì Hi

I,J(M) là Artin

yếu và Mệnh đề 3.1.5 cho rằng Hi
I,J(M)/JHi

I,J(M) là Artin yếu.

7. Định lý 3.1.6: Hd
I,J(M)/JHd

I,J(M) là Artin yếu. Định lý 3.1.8 chứng minh

rằng: Hi
a(M) là Artin yếu; ExtiR(R/a,M) là Artin yếu. Mệnh đề 3.1.9:

Hi
I,J(M) là Artin yếu.

8. Định lý 3.2.1 cho ta kết quả Hi
I,J(M) ∼= Hi

m,J(M) ∼= Hi
m(M).

9. Kết quả về tính Artin, theo Định lý 3.2.3 là dimHi
I,J(M) ≤ k nếu và chỉ

nếu dimHi
a(M) ≤ k; nếu SuppR(Hi

I,J(M)) ⊆ Max(R) thì Hi
a(M) là Artin;

Hi
I,J(M) là Artin nếu và chỉ nếu Hi

a(M) là Artin.

10. Định lý 3.2.6 cho rằng Hi
I,J(M,N) ∼= Hi

m,J(M,N) ∼= Hi
m(M,N) và Hi

I,J(M,N)

là Artin.

11. SuppR(Hi
I,J(M,N)) ⊆ Max(R) nếu và chỉ nếu SuppR(Hi

a(M,N)) ⊆ Max(R)

và Hi
I,J(M,N) là Artin nếu và chỉ nếu Hi

a(M,N) là Artin (theo Định lý

3.2.7).

12. Định lý 4.1.9, ExtiR(R/a, N) là minimax; nếu ExttR(R/a, N) là minimax thì

HomR(R/a, Ht
I,J(N)) là minimax và HomR(R/a, Ht

I,J(M,N)) là minimax.

13. Định lý 4.2.8, ExtiR(M/IM,N) là minimax; ExttR(M/IM,N) là minimax,

HomR(R/I,Ht
I(M,N)) là minimax và HomR(R/I,Ht

I(M,N)) là minimax.

Định lý 4.2.11 có được là ExtiR(M/IM,N) là minimax.

14. Định lý 5.1.1, ExtkR(R/a, Ht
I,J(M)) Lasker yếu và AssR(HomR(R/a, Ht

I,J(M)))

hữu hạn. AssR(HomR(R/a, Ht
I,J(M))) là hữu hạn và nếu Hi

I,J(M) là (I, J)-đối

hữu hạn yếu thì HomR(R/I,Ht
I,J(M)) cũng là Lasker yếu.

15. Mệnh đề 5.1.4, AssR(Ext2
R(R/a, Ht

I,J(M))) và AssR(HomR(R/a, Ht+1
I,J (M))) là

hữu hạn.
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16. Định lý 5.1.6, HomR(R/I,Ht
I,J(M)) Lasker yếu và AssR(HomR(R/I,Ht

I,J(M)))

hữu hạn.

17. Mệnh đề 5.2.1 và Định lý 5.2.2 khẳng định HomR(R/a, Ht
I,J(M,N)) Lasker

yếu; SuppR(Hi
a(M,N)) hữu hạn; AssR(Ht

a(M,N)) và AssR(Ht
I(M,N)) là một

tập hợp hữu hạn.

18. AssR(Ht
I,J(M,N)) và SuppR(Hi

I,J(M,N)) hữu hạn; nếu AssR(ExttR(M,N)) ∩

W (I, J) là hữu hạn thì AssR(Ht
I,J(M,N)) là hữu hạn (Định lý 5.2.4 và Định

lý 5.2.6).

19. Theo Định lý 5.3.1, AttR(Hp+d
I,J (M,N)) = AttR(Hp+d

I (M,N/JN)) và

AttR(Hp+d
I,J (M,N)) = {p ∈ AssR(N/JN) | cd(I,M,R/p) = p+ d}.

20. Mệnh đề 5.3.7, Hp+d
I,J (M,N) = 0 hoặc Hp+d

I,J (M,N) không là môđun hữu hạn

sinh. Mệnh đề 5.3.8, AttR(Hp+d
I1,J

(M,N)) ⊆ AttR(Hp+d
I2,J

(M,N)). Từ đây, Mệnh

đề 5.3.10, Hp+t
I,J (M,N)/JHp+t

I,J (M,N) là Artin.

Những kết quả trình bày trong luận án là những thành quả ban đầu trong

quá trình nghiên cứu các môđun Hi
I,J(M), Hi

I,J(M,N). Trong thời gian tới, chúng

tôi sẽ tiếp tục nghiên cứu các vấn đề sau đây:

• Các tính chất của môđun Hi
I,J(M,N) liên quan đến môđun co-minimax.

• Chúng tôi sẽ tiếp tục nghiên cứu về các môđun I-fine, I-cofine môđun và

các môđun đối đồng điều địa phương.

• Tìm các mối liên hệ giữa tập iđêan nguyên tố liên kết và tập các iđêan

nguyên tố gắn kết của môđun Hi
I,J(M,N).
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[69] Zöschinger H. (1986), Minimax moduln, J. Algebra 102(1), 1-32.
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